Théoréme de Liapounov

Théoréme
On consideére I’équation différentielle

Y =7)
(&) { Y(0) = o

avec f € CHR",R") et f(0) =0.

Si Df(0) a ses valeurs propres de partie réelle strictement négative, alors 0 est un point
attractif du systeme différentiel, c’est-a-dire que pour xo suffisamment proche de 0, on a
y(t) — 0.
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Référence : Rouviére, Petit guide de calcul différentiel a l'usage de la licence et de [’agrégation,

pp. 138-143.
Démonstration :
La démonstration va s’appuyer principalement sur le lemme suivant :
Lemme
On pose A = Df(0). 1l existe des constantes a > 0 et M > 0 telles que || exp(tA)]| <
I T — ]
e, avec || - || définie par - || P|| = :
z€R™,x#£0 HxHoo
Démonstration :

On utilise la décomposition de Dunford des matrices A :
A=D+ N

avec D diagonalisable, N nilpotente et D et N commutent. On a donc

>\1 0 €t>\1 0
D=pP Plete’ =P P!
0 An 0 ethn
eM 0
Par définition < sup |e™], or, par hypothése, les valeurs propres
0 etAn AESp(A)
de la matrice A sont de partie réelle strictement négative donc, 3¢ > 0, sup Re(A) <
AESP(A)
—e. Donc
eM 0
eIl < W2~ 1P < PPl =, O (e™).
o
0 ethn
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Ensuite il existe p € N tel que NP*! = O,, donc ||V ]| < Z H|Nk\|\ = (|t|p)
k=0
£
: tA < tD tN || — ppo—Et) _— —et — _ ;
Finalement [|¢] < [l [[lX¥]] = _O_(Pe) = O (™). On pose a = &, i
existe alors M > 0 tel que ||ef|| < Me™ . [ |

On pose maintenant
Va,y € R, b(x,y) = / (e, eMy)dt.
0

Vérifions que b est un produit scalaire :
— ez, ety) < |lea|lalleylls < M2em2|z||2]ly||2- La fonction ¢ — (e"z, e'y) est donc
intégrable et b est bien définie.

— Par linéarité de I'intégrale b est bilinéaire.

— b(x,x) = [ le"x||3dt > 0. b est positive.

— b(z,7) = 0= ||e"z|y =0 = 2 = 0. b est définie.
b est donc bien un produit scalaire et on pose ¢(x) = b(z, z) la forme quadratique associée. /()
est donc une norme sur R™. On a

q(x + h) = q(z) + 2b(x, h) + q(h) .
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Donc Dq(z) - h = 2b(z, h). Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz on a une solution Y'(¢) de (E)
définie sur R, et on a

a(Y) = Dg(Y) - Y' = 20(Y,Y") = 2b(Y, f(¥).

Posons r(Y) = f(Y)—AY. On a ¢(Y) = 20(Y,r(Y)) + 2b(Y, AY). Calculons les deux éléments
du membre de droite de cette équation :
Par équivalence des normes en dimension finie, on a :

DY, AY) = [ 24, AAY )t = [V IE]T =~V I < ~ka(Y).
0

r(Y)=f(Y)=f(0)—Df(0)-Y = 0 O(Y). Donc, par définition d’un petit o, et en utilisant que
%

q est une norme on a vd > 0,3a > 0,q(Y) < a = q(r(Y)) < dq(Y). D’ou, en utilisant I'inégalité
de Cauchy-Schwarz et 1’équivalence des norme en dimension finie

26(Y,7(Y)) < 2¢/q(Y)q(r(Y)) < 2v5q(y)

En prenant § < S ona qV)<a=qY) < —=pq(Y) avec 8 > 0.

On suppose ¢(zg) < a, montrons alors par ’absurde que Y < a :
Soit tg = min{t > 0,¢(Y(t)) > a}, alors q¢(Y (o)) = a = q(Y)'(to) < —Bq(Y) < 0. Il existe
donc t; <ty tel que q(Y (1)) > q(Y(t0)) > a, ce qui est une contradiction.
Done Vt > 0,¢(Y(t)) < a. On pose p(t) = e”q(Y(t)), ¢'(t) = " (Ba(Y () +q(Y)'(t)) < 0.
Donc
vt > 0,e"q(Y (1)) < ¢(0) = g(xo) = ¢(Y(t)) < q(zo)e™™. n



