Développement : Théoréme de Sophie Germain

Théoréme : p est un nombre premier impair dit de Sophie Germain, ie tel que ¢ = 2p+1
est également premier. Alors, il n’existe pas de solution sur Z a I’équation xP +yP + 2P = 0
telle que zyz Z 0(p)

1. Historique. — Une des toutes premiéres mathématiciennes de l’histoire, elle doit
étudier en cachette puis sous un fauxr nom. Reconnue et appuyé par Lagrange et Gauss.
Son théoréeme faisait partie d’un plan d’attaque du Grand Théoréme de Fermat.

2. Premieére étape : les sommes deux a deux sont des puissances de p. —

—Rem:p>2etgqg>5
— En simplifiant par le pged de x, y et z, on se ramene au seul casou x Ay Az = 1.
— Nous pouvons en fait remarquer que x, y et z sont deux a deux premiers entre eux.
En effet, si x et y avaient un diviseur commun, il devrait aussi diviser z, ce qui
contredit le point précédent.
— On raisonne par 'absurde en imaginant un triplet (z,y, z) solution.
— —aP =P+ 2P = (y+ )Tk (—2)P T = (y + 2)u
— On remarque alors que u A (y 4+ z) = 1 car autrement :
e si Jpy € P divise u et (y + z) nous avons :
e pg divise zP et donc .
e En passant au module ZP_ yF(—2)P~ 1=k = $P7lyp—l — pyrl = 4 = 0
modulo pg.
e Et donc, comme z Ay = 1, p divise pg et donc p = pg
e Donc p divise x et zyz = 0(p) ce qui est contraire aux hypotheses.
— Comme le produit de u et (y + z) est une puissance de p et que ces deux termes sont
premiers entre eux, chacun des deux est lui-méme une puissance de p.
— Jda,a € Z tels que (y + 2) = aP;u = oP;aP = aP x aP.
— Par symétrie, Ja,b,c € Z tels que (x +y) = P;(y+2) = aP;(x + z) = bP

3. Deuxiéme étape : q divise x. —

— Lemme : Si m n’est pas divisible par ¢ alors m? = +1(q)

e D’apres le petit théoréme de Fermat m?~! = 1(q) ie (m?)? = 1(q).

e Or, ¢ étant premier, Z/qZ est un corps et on a donc m? = +1(q).
q divise un des trois z, y ou z. En effet, si aucun ne I’était, en vertu du lemme
précédent, appliqué & m valant tour a tour =, y ou z nous aurions :
—aP+yP+2P=al1+1+41=30oul—-1-1=—-1lou—-1-1-1=-3ou—-1+1+1=1

modulo q.

— Or, 2P 4+ yP 4 zP vaut 0 par hypothese et ¢ > 3 donc ¢ divise au moins un des z, y, 2.
Comme les trois nombres sont premiers entre eux, il n’en divise qu'un seul. On
supposera qu'il s’agit de x.

4. Troisiéme étape : q divise y+z. —

— gdivise zx et donc 2z = (z4+y)+ (x+2) — (y+2) = —a? + b? + 2 = 0(q)
puisque x = 0(q), y = P(q) et aussi, d’apres le lemme, y = +1(q).

— de maniére symétrique, z = £1(q).

— On adonc —aP + 0P + P = —a? £ 1+ 1 = 0(q) ie aP(q) € {0,2, -2}
D’apres la contraposée du lemme, a est divisible par ¢

— Donc y + z = 0(q).

5. Quatriéme étape : retour sur u et contradiction. —

— Puisque y = —z(q), si on reprend ’expression de u et on passe aux restes modulo ¢,
on a:
—1 1k —1 p _
— [u —aP = Ei:oyk(_z)p 1 k] = [Eizoy” 1_ pyP 1]

Or, y = £1(q) et p — 1 est pair. Donc o = p(q)
— Or, d’apres le lemme cela est impossible. Contradiction.
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