Lecon 123 : Corps Finis - Applications

Contexte : Cette lecon s’adresse a un étudiant de L3. On suppose connues les généralités
concernant les groupes, les anneaux, les idéaux et les corps, ainsi que les polyndmes et
les corps des fractions. On suppose une premiere exposition aux concepts d’extension
algébrique, de polynéme minimal associé, de corps de rupture et de factorisation, méme
si on rappellera les résultats et techniques essentielles.

1. Préambule : caractéristique d’un anneau et conséquences pour le cas d’un
corps fini

Définition 1. — Caractéristique: homomorphisme d’anneaux canonique ¢ de
(Z,4) sur A, base de la notation nz. Ker(y) est Z ou nZ. n (ou sinon 0) est
la caractéristique de A, notée car(A).

Proposition 1. — : lUanneau A[X] a la méme caractéristique que A. Tout sous-
anneau de A a la méme caractéristique que A.

En particulier lorsque A est en fait un corps fini & nous avons :

Proposition 2. — : car(k) # 0 car ¢ n’est pas injective.

Proposition 8. — : car(k) € P car k posséde un sous-anneau isomorphe d
Z/car(k)Z et en tant que sous-anneau d’un corps, il doit étre intégre. On notera
p = car(k)

Proposition 4. — corps premier : B, = Z/car(k)Z est appelé “corps premier” de

k. Tout sous-corps de k (donc de caractéristique p) posséde F, comme sous-corps.
Le corps premier est cyclique et donc en particulier commutatif.

Proposition 5. — k est un Fy-espace vectoriel de facon naturelle et donc |k| = p™
pour un certain n € N.

2. Classification des corps finis

Proposition 6. — : si on a k C 1 C m trois corps emboités, avec k commutatif,
alors | et m sont des k-esp.vec. et, sil est lui aussi commutatif, m est un l-espace
vectoriel.

Proposition 7. — Théoréme de la base télescopique : avec les notations précé-
dentes et en dimension finie, [m : k| = [m: 1] x [l : k].

— Centre de k* : complété de 0, Z(k*,-) est un corps et donc un sur-corps du corps
premier. C’est par définition sous-corps commutatif de k et les bases télescopiques
s’appliquent.

— Nous avons en fait un résultat plus fort dans le contexte des corps finis.

Proposition 8. — Développement 1 : Théoreme de Wedderburn - Tout corps fini
est commutatif.

Proposition 9. — Le groupe multiplicatif est cyclique. Et donc aussi ses sous-
groupes.
Ce résultat important entraine deux corollaires :
e Tous les éléments de F* sont des racines de I'unité.
e Théoreme de ’élément primitif : toute extension finie de F, est une extension
simple.

Proposition 10. — Classification des corps finis -
Nous avons vu que pour un corps fini k :
o |k| = p™, avec p premier dit caractéristique de k.
* (k,+,) = (Fp,+,) en tant que Fy-espace vectoriel.
x (k%) ~ (Z/(p™ — 1)Z,+). 1l existe p(p"™ — 1) générateurs de (k*,-),
soit un nombre trés variable d’un p a un autre.
x Dans le cas particulier ou n = 1, (k,+) ~ (Z/pZ,+). 1I existe alors
o(p) =p — 1 générateurs.
* Remarques : le groupe additif n’est pas cyclique lorsque n > 2.
Par ailleurs lordre dans lequel les éléments de k™ s’enchainent avec
la structure cyclique multiplicative ne découle pas aisément de l’ordre
naturel de Fpyn.
o Exemples : Structure et générateurs de (F5, Fy et Fig). Exhiber un polynome
minimal de Fy.

3. Polynoémes sur les corps finis

Il existe un rapport tres étroit entre les corps finis et les polynémes sur ces corps et en
particulier sur le corps premier.

Proposition 11. — FEuxistence et unicité des corps a p" éléments.

C’est un résultat tres important. Quels que soient p premier et n naturel, il existe
un et un seul corps (& un isomorphisme pres), noté Fy,n, tel que Card(Fyn) = p™.
Alors car(k) = p et Fpn est le corps des racines du polyndme (X?" — X) dont la



dérivée est constante égale & -1. Il n’y a pas d’autres corps finis de caractéristique
.

Proposition 12. — - Ce résultat entraine plusieurs conséquences que l’on peut
étendre ¢ q =p™ :
e Tous les polynomes irréductibles de Fq[X] de degré n ont des corps de rupture
isomorphes entre euz et @ Fyn.
o Les polyndmes irréductibles de F,[X] ont tous des racines simples (en tant que
diviseurs des (XP" — X)).
e Pour tout n, il existe un polynome irréductible de Fy[X] de degré n.
o Si v est une racine d’un tel polynome irréductible sur F,[X] et de degré n,
Fon =Fp(a) =0,1,a,02,03,- - ;a2

Exercice : Montrer que X2 + X +4 et X? 4+ 1 sont deuzx polynomes irréductibles
sur F11[X] ayant des corps de racines isomorphes et construire deuz éléments «, 3,
primitifs dans chaque corps et ayant méme polynome minimal.

Proposition 13. — Cloture Algébrique de Fy :

Tout corps fini admet des polynémes sans racines et la cloture algébrique est
donc infinie.
Exemple : (Ilyer, (Xe)) + 1 vaut 1 sur tout Fy.

o Sous-corps de Fyn : les seuls sous-corps correspondent d F,a ou d divise n.
Pour d =1 on a le sous-corps premier.
Ezxemple : Ty C Fg mais Fg n’est pas un sous-corps de Fi

e Le corps fini Fyn contient tous les corps finis de caractéristique p et de cardinal
inférieur ou égal d p™.

o La cléoture algébrique de F), est donnée par IET, = U,pen Fpr

o La cléture algébrique de F, ne contient que des racines de l'unité.

Proposition 14. — Frobenius et applications ' . '
o Auto-morphisme des Fy; donné par x — xP grice d (a + b)pz =a” + b pour
tout 1.

o Si F, est le corps premier le Frobenius est 'identité.

o Si o est une racine d’un polynome f de degré n irréductible sur Fy, alors tous
les a, af, aq2, e ,aqn_l sont des racines de f. Ce sont les conjugués de o par
rapport a IF,.

e (les racines sont distinctes et sont exactement les n racines de f.

Io(X) = Micgu1 (X —af')

e Nous avons vu que Fgn = Fyla] et si w est le polyndme minimal de o avec degré
2 d—1 27 2
de m = d, l’ensemble X3 = a,a%,a9 ,--- ,af est l’ensemble des éléments

générateurs du groupe multiplicatif.

Proposition 15. — les carrés de F,

Remarque 1. — Dévissage de (Fq*, .) : une maniére plus ramassé hors caractéris-
tique 2 consiste a envisager la suite courte exacte :
2
{I}=Q={zec(y)/z=y"} = F/ = {-11} = {1}
En particulier : T € Q <— 2T =1
Irréductibilité

1. Quelques propriétés et applications. —

— Codes auto-correcteurs.

— Algorithme de Berlekamp.

Th. 24 : (petit théoréme de Fermat) si a premier avec p premier tout court, alors
a?~thom 1(p).

x. fonction de Mobius 777

loi de réciproque quadratique 7?7 (dev??)
x. Polynoémes cyclotomiques
x. Irréductibilité des polyndmes a coefficients entiers.
x. Résolution des équations de degré 2
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