
Formule sommatoire de Poisson

Leçons : 241, 246, 250

Théorème 1

Si f ∈ S (R), et f̂ : x 7→
∫

R
f (t)e−2iπt xdt, alors

∀x ∈ R,
+∞
∑

n=−∞

f̂ (n)einx =
+∞
∑

n=−∞

f (x + n)

Démonstration. Soit G : x 7→
+∞
∑

n=−∞
f (x + n).

• G est continue : en effet, soit M > 0 tel que | f (x)|¶
M
x2

pour |x |¾ 1. Alors si K > 0, et

x ∈ [−K , K], on a pour tout |n|¾ K , | f (x + n)|¶
M

(x + n)2
¶

M
(|n| − |x |)2

¶
M

(|n| − K)2
qui est le terme général positif d’une série convergente. Donc G est la somme d’une
série de fonctions continues convergeant normalement sur tout segment, donc est
continue.

• G est C 1 : en répétant ce raisonnement, on voit que
∑

n∈Z
f ′(x + n) converge norma-

lement sur tout segment de R donc le théorème de dérivation terme à terme nous

assure que G est C 1 et ∀x ∈ R, G′(x) =
+∞
∑

n=−∞
f ′(x + n)

• G est 1-périodique : si x ∈ R, G(x + 1) =
+∞
∑

n=−∞
f (x + n+ 1) =

+∞
∑

p=−∞
f (x + p) par un

changement d’indice p = n+ 1, soit G(x + 1) = G(x).
La fonction G vérifiant les conditions du théorème de convergence normale des séries

de Fourier (continue périodique et C 1 par morceaux), elle est somme de sa série de Fourier
sur R.

Mais si n ∈ Z, le n-ième coefficient de Fourier de G est

cn(G) =

∫ 1

0

G(x)e−2iπnxdx =

∫ 1

0

+∞
∑

n=−∞

f (x + n)e−2iπnxdx

CV normale
=

+∞
∑

n=−∞

�

∫ 1

0

f (x + n)e−2iπnxdx

�

u=x+n
=

+∞
∑

n=−∞

�

∫ n+1

n

f (u)e−2iπnudu

�

=

∫ +∞

−∞
f (u)e−2iπnudu= f̂ (n)

En d’autres termes, ∀x ∈ R,
+∞
∑

n=−∞
f (x + n) =

+∞
∑

n=−∞
f̂ (n)einx

Proposition 2

Si s > 0,
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+∞
∑

n=−∞

e−πn2s =
1
p

s

+∞
∑

n=−∞

e−πn2/s

Démonstration. Soit α > 0 et f : x 7→ e−αx2
. Si n ∈ Z,

f̂ (n) =

∫

R
e−αt2

e−2iπntdt
u=
p
αt
=

1
p
α

∫

R
e−u2

e−2iπnu/
p
αdt =
s

π

α
e−

1
4

�

2πnp
α

�2

=
s

π

α
e−π

2n2/α

(transformée de Fourier d’une gaussienne)

Donc par la formule de Poisson,
+∞
∑

n=−∞

p
παe−π

2n2/α =
+∞
∑

n=−∞
e−αn2

En posant s =
π

α
, on obtient le résultat désiré.

Proposition 3

La distribution tempérée δZ =
+∞
∑

n=−∞
δn est invariante par transformation de Fourier.

Démonstration. Cette distribution est bien définie car si f ∈ S (R), 〈δZ, f 〉 =
+∞
∑

k=−∞
f (k)

qui est une série convergente selon la formule de Poisson.

Elle est tempérée car si f ∈ S (R)
+∞
∑

k=−∞
| f (k)|¶

+∞
∑

k=−∞

1
1+ k2

‖(1+ x2) f ‖∞ = C(‖ f ‖∞+

‖x2 f ‖∞ avec C constante.

Enfin, 〈δ̂Z, f 〉= 〈δZ, f̂ 〉=
+∞
∑

k=−∞
f̂ (k)

Poisson
=

+∞
∑

k=−∞
f (k) = 〈δZ, f 〉 donc δ̂Z = δZ.

Remarque. • Il faut se souvenir de la transformée de Fourier d’une gaussienne (cf "In-
version de Fourier") :

• La deuxième application est plutôt pour la leçon 250 qui inclut la transformation de
Fourier des distributions.

• La distribution
+∞
∑

k=−∞
akδk est tempérée si et seulement si il existe C > 0 et N ∈ N tel

que ∀k ∈ Z, |ak|¶ C(1+ |k|)N (BONY 2001, p. 171).
• On peut déduire de la deuxième application la formule d’inversion de Fourier, c’est

dans LESFARI 2012.
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