
1 Suite de polygone

Proposition 1.1. Soit (z1, . . . , zn) ∈ Cn nn points du plan complexe donnés par

leur affixe. Ils définissent, dans cet ordre, un polygone P donné par la liste de ses

sommets.

On définit alors par récurrence une suite de polygone (Pk), avec P0 = P , et

où les sommets de Pk+1 sont les milieux des arêtes de Pk. Alors (Pk) converge

vers l’isobarycentre de P .

Démonstration. On représente Pk par le tuple Zk = (zk,1, . . . , zkn), et il s’agit

alors de montrer que Zk → (g, . . . , g), où g est l’isobarycentre de P .

La relation de récurrence s’écrit :

Zk+1 =

(

zk,1 + zk,2

2
, . . . ,

zk,n + zk,1

2

)

On peut alors la réécrire sous la forme suivante

Zk+1 = AZk avec A =
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Et par récurrence immédiate, on a Zk = AkZ0. Il suffit alors de montrer que (Ak)
converge dans Mn(C) muni d’une norme d’algèbre |||.|||.

Pour cela, étudions les valeurs propres de A :

χA(λ) = det(A− λId) =
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∣
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∣

∣

∣

∣

a0 . . . an−1

. . .
. . .

. . .

a1 . . . a0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

avec a0 = 1

2
− λ, a1 = 1

2
et ai = 0 pour i > 2. On reconnaît un déterminant cir-

culant, et en posant P (X) =
∑n−1

k=0
akX

k, et w = e
2iπ
n , la formule du déterminant

circulant nous donne

χA(λ) =
n
∏

j=1

P (wj) =
n
∏

j=1

(

1

2
− λ+

1

2
wj

)

=
n
∏

j=1

(λ− yj)

où yj = 1+wj

2
. Et comme yi = yj ⇔ i = j, le polynôme χA est scindé à racine

simple, donc A est diagonalisable : ∃P ∈ GLn(C) telle que A = P−1DP avec

D = diag(yi).
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Or, pour j 6= n, on a |yj| =
∣

∣

∣

1+wj

2

∣

∣

∣
=

∣

∣cos(πj
n
)
∣

∣ < 1. On a donc Ak →

P−1diag(0, . . . , 0, 1)P qui converge bien dans Mn(C).
En notant B la limite de (Ak), et X = BZ0, on a donc Zk → X , et par

continuité de A et passage à la limite, on a nécessairement X = AX . Or, l’espace

correspondant à la valeur propre 1 contient le vecteur (1, . . . , 1), et comme il est

de dimension 1, ce vecteur le génère complètement, donc X = (a, . . . , a), c’est à

dire que (Pk) converge vers le point d’affixe a.

Enfin, on remarque que si g est l’isobarycentre de P0, il est aussi celui de Pk,

car on a

gk+1 =
1

n

n
∑

i=1

zk+1,i =
1

n

n
∑

i=1

zk,i + zk,i+1

2
=

1

n

n
∑

i=1

zk,i = gk

Par continuité, g est encore l’isobarycentre de X , d’où a = g.
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