Corentin Bergeron

Formule d’Euler -Maclaurin

ENS Rennes

Développement trés sympa mais assez calculatoire et surtout trés long (il va falloir faire des choiz). On y
présnete la formule d’Euler-MacLaurin qui servira par la suite d étudier les nombres de Bernoulli.

Pour le racasage, on pourra adapté la présentation suivant la lecon (voir dans les remarques). On peut reca-
ser ce développement dans les lecons : 224, 228, 230 et 246.

I - Prémices

& Définition 1 Polynomes de Bernoulli
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FIGURE 1 — Représentation des fonctions de Bernoulli périodisées B; et Bs.
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On définit les polyndmes de Bernoulli comme Iextension & R par périodicité du polynéme sur [0,1] :



& Définition 2 Nombre de Bernoulli

LEs nombres de Bernoulli sont les réels b, définis par :

bp=1, b
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4 Remarque 3
| Pour p > 1, les B, sont continus. Ainsi, b, = B,(0) = Bp(1).

II - Le développement

A Théoreme 4 Formule d’Euler-Maclaurin
Soit p € N*, f € C?([0,1]) et a, B € Z. Alors

8 P 5 B (z
$H@350) = [ St S (1m0 @ )t [C A0 )

ou (Bp)p>0 désigne les polyndomes de Bernoulli et b, = B,(0).

Preuve

1 1
Par définition, By (z) =z — 3 et pour tout p > 2, B), = pB),_1 avec / By(z)dz = 0.
0

Par IPP successives (récurrence) :

/Olf(:v) dx = [(m— ;) f(:c)]l - /01 (x— ;) f(z)dx = %f(l) T %f(o) _ /OlBl(x)f’(x)da:.
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Bp,l(x) (p—1) bp (p—1 - By ()
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car b, = Bp(0) = By(1) (on prend p > 2).
On en déduit la formule :
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Remarquons maintenant que pour p > 3, (-1)?B,(1 — z) = Bp(z). En effet, en procédant par récurrence
(le cas p = 3 se vérifie facilement & la main), (—1)?B,(1 — z) a pour dérivée

—(=1)"B,(1 —2) = p(~1)’ "' By_1(1 — ) = pBy—1(x) = By ().



Comme B, (1 — z) et By(x) ont méme valeur en & = 1 et sont d’intégrale nulle, on a

(=1)"By(1 =) = By().

Ainsi, si p > 3 est impair, b, = (=1)Pb, = —b,, donc b, = 0. On en déduit la formule sur l'intervalle [0, 1].

Par périodicité des B,, la formule est vraie sur [a,a +1],...,[8 — 1, ], et on conclue en sommant.

-

Pour kK € N*, on a
B2kl o < b2k

et
Sgn(ka) = (—1)k+1.

Preuve

—2iTmax .

On applique la formule d’Euler-MacLaurin & f(z) = e

1 1
1= /0 e~ 2imme gy 19— (2m’m)p/0 Bpp(!x)f(p) (x) dz.

=0 si m#0
Par conséquent,

By(m) = (2;;0')81m7$0 E,(O)z/on(x)dxzo.

Pour p > 2, la série de Fourier est alors convergente (car les coefficents dans ¢; et B, est continue, donc

27r7,mx

Vz € R, = —p! Z 27rzm

mEZ*

En particulier, pour p = 2k :

(=1)F+12(2k)! i cos( 27rm:

Vz € R, Bog(z) = @)

et pour z = 1, il vient finalement
(—1)F+12(2k)!
b2k = W C(Qk)



A Théoréme 6

On suppose qu'il existe un entier my € N et un réel z( tels que pour m > myg, les dérivées (™ soient
de signe constant sur [z, +0o[, avec lirgrl f™)(z) = 0. Alors il existe une constance C' indépendante
Tr—r+00

de k et n, telle que pour tout n > xg et tout k > mg/2, on ait :
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Preuve

On utilise la formule d’Euler-MacLaurin. L’idée est d’alors de séparer (sous réserve d’existence) 'intégrale

en deux :
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Rn,k

Montrons existence des deux intégrales (on le fait que pour 1'une, 'autre en découle par la méme tech-
nique). D’apres le lemme sur les nombres de Bernoulli :

+00 (2Kk) oo £(2Kk)
Boi(z) (2k) . fE (@) / [ (@)
—_ ’ dz| < ||Bak || soint > —_— dr << ||bog|loo d
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signe constant si n>xg
Comme f(%)( )dx = —f2k 1)(m), on en déduit a la fois que les intégrales sont bien définies, et qu’il

existe 6 anO, 2] tel que
bak  p(2k-1
(2k)!

Maintenant, en appliquant la formule & ’ordre k + 1, par identification :

b
CL + Rn,k Ck+1 + (23:) f(gk_l)(n) + Rn,k+1.

Quand n — +o0 , il vient :Cy, = Cj41 et

b .
Fonie = (2?5)!11(% ) + Rugrr.

Or, par le lemme et les hypotheses sur f :
sgn (R ) = sgn (bar /2D (m))

sgn(bay) = (—1)””‘1,
sgn(fP* N (n)) = —sgn(fM (n)) = sgn(fH ) (n)).



On a donc R R
. n,k < 1+ ; n,k+1

2k_ p(2k—-1 2k p(2k—
B/ ) B/ )

0= (négatif).

IIT - Remarques

1 - Ce développement est trop long pour étre présenté de maniére entiere. Pour la lecon 246, je conseille
de présenter le lemme et le développement asymptotique, en admettant la formule d’Euler-MacLaurin. Pour les
autres lecons, je pense qu’il faut admettre le lemme et présenter la formule avec son application.

2 - Ce développement est tres calculatoire, et il faut I’avoir bien travaillé pour ne pas se tromper. Les
hypotheéses pour 'application aux DA sont utilisées de maniéres subtiles, mais sont bien utilisées. Il ne faut

donc pas oublier d’insister sur les passages ou elles sont utilisées (pour 'intégrale et le signe de f (2]“_1)(11)).

3 - Le développement asymptotique peut étre utilisé pour la série harmonique, ou pour I’équivalent de Ster-
ling (voir [Dem]).
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