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Théo. L’application exp : Sn(R)→ S++

n (R) est un homéomorphisme.
Démonstration.
• Montrons que cette application est bien définie et qu’elle est continue.

Soit S ∈ Sn(R). Il existe P ∈ On(R) telle que S = Pdiag(λi)P−1 et les
λi sont des réels. On a donc

exp(S) = Pdiag(eλi)P−1 = Pdiag(eλi)tP ∈ S++
n (R)

car eλi > 0 pour tout i et P ∈ On(R). Ainsi, l’exponentielle envoie bien
Sn(R) dans S++

n (R) et par restriction, elle est continue.
• Montrons la surjectivité de cette application.

Soit B ∈ S++
n (R). On a donc B = Pdiag(µi)P−1 avec P ∈ On(R)

et µi > 0, pour tout i. Alors la matrice A = Pdiag(ln(µi))P−1 est
symétrique et l’on exp(A) = B d’où la surjectivité.
• Montrons l’injectivité. Soit A,A′ ∈ Sn(R) telles que exp(A) = exp(A′).

Il existe P ∈ On(R) telle que A = Pdiag(λi)P−1 avec λi ∈ R.
Soit Q un polynôme interpolateur de Lagrange tel que Q(eλi) = λi et
on a donc Q(eA) = A.

En considérant λ1, ..., λr les valeurs distinctes de λi, on a

Q(X) =
r∑
i=1

λi
∏
i 6=j

X − eλj

eλi − eλj
.

Puisque eA
′ ∈ C[A′], on a que A′ commute avec eA

′ = eA. En
particulier, A′ commute donc avec Q(eA) = A. On utilise maintenant
le théorème de diagonalisation simultanée. Il existe donc R ∈ GLn(R)
telle que

A1 = Rdiag(λi)R−1

A2 = Rdiag(µi)R−1

Ainsi, comme eA1 = eA2 alors, pour tout i, eλi = eµi . Or comme exp
est injective dans R, on obtient λi = µi et A = A′.

• Montrons que la réciproque est continue.
On munit Sn(R) de la norme |||.|||2 issue de la norme 2 sur Rn.
(|||A|||2 = sup

||X||2=1
||AX||2 où ||X||2 = ∑n

i=1 x
2
i )

Soit (Ap)p∈N ∈ S++
n qui converge vers A ∈ S++

n . Ainsi, pour tout
p ∈ N, il existe Bp ∈ Sn(R) tel que Ap = eBp et il existe B ∈ Sn(R) tel
que A = eB.
Montrons que lim

p→∞
Bp = B au sens de la norme |||.|||2.

On définit ρ(A) = max
λ∈Sp(A)

|λ|. On a, pour A ∈ Sn(R), |||A|||2 = ρ(A).

En effet,

ρ(A) = max
λ∈Sp(A)

|λ|

= |λ0| car le maximum est atteint
= ||λ0X||2 pour X ∈ Rn tel que ||X||2 = 1 et AX = λ0X

= ||AX||2
≤ |||A|||2.

Comme A ∈ Sn(R), il existe P ∈ On(R) telle que A = Pdiag(λi)P−1. On a donc :

||AX||2 = ||Pdiag(λi)P−1X||2
= ||Pdiag(λi)Y ||2
= ||diag(λi)Y ||2 car P ∈ On(R)

=
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Ñ
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λnyn

é∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

Ç
n∑
i=1

(λiyi)2

å 1
2

=

Ç
n∑
i=1

(λi)2(yi)2

å 1
2

≤

Ç
n∑
i=1

ρ(A)2(yi)2

å 1
2

≤ ρ(A)||Y ||2
≤ ρ(A)
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On sait que |||Ap|||2 −→
p→∞

|||A|||2 et donc ρ(Ap) −→
p→∞

ρ(A). On a donc
que (ρ(Ap)) est bornée.
Ainsi, il existe C > 0 tel que, pour tout p ∈ N et pour tout λ ∈ Sp(Ap),
|λ| ≤ C.
Par continuité du passage à l’inverse, on a que A−1

p converge en norme
|||.|||2 vers A−1. Par le même raisonnement, il existe C ′ > 0 tel que,
pour tout p ∈ N et pour tout µ ∈ Sp(A−1

p ), |µ| ≤ C ′.
Or comme, pour tout p ∈ N, Ap ∈ S++

n (R) ⊂ GLn(R), on a
Sp(A−1

p ) =
{
µ ∈ R, 1

µ
∈ Sp(Ap)

}
. On obtient donc que, pour tout

p ∈ N et pour tout λ ∈ Sp(Ap), |λ| ≥ 1
C′
. Ainsi, toutes les valeurs

propres des Ap sont contenues dans le compact
î

1
C′
, C
ó
⊂]0,+∞[.

Ainsi, les valeurs propres de Bp sont inclus dans le compact
[− ln(C ′), ln(C)] et donc ρ(Bp) = |||Bp|||2 ∈ [ln(C ′), ln(C)].
Ainsi, Bp est bornée pour la norme |||.|||2 donc il existe φ : N → N
telle que Bφ(p) −→

p→∞
B0.

On obtient donc, d’une part

Aφ(p) = eBφ(p) −→
p→∞

eB0 par continuité de exp

et d’autre part
Aφ(p) −→

p→∞
A = eB

Ainsi Bp −→
p→∞

B.
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