Développement asymptotique de la série harmonique
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v est appelé la constante d’Euler.
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Démonstration.

e Posons, pour tout n € N*,
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Montrons que ces suites sont adjacentes.
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Les deux suites (uy)n>1 €t (vn)n>1 sont adjacentes et convergent vers
v € R. Comme, pour tout n € Nyona~y > v, > vy =1—1n(2) > 0.
On a donc obtenu

H, =1In(n) + v+ o(1).

e Posons, pour n € N*, ¢, = u,, — 7.
On va chercher un équivalent de t,, — t,_
I'infini,
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Ainsi, la série Y (tx — tx_1) converge. Le théoreme de sommation des
équivalents nous donne
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Lemme. Soit o > 1, alors Znﬂ e
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Démonstration. Si a > 1, la fonction ¢ — 5 est intégrable et décrois-
sante sur [1,4o00][. Ainsi, si k > 2
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En sommant cela entre n+1 et N puis en faisant tendre N vers l'infini,

on obtient
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De la méme maniere,
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/N dt . 1 1

nt1 1@ N—oo (v — 1)(n + 1)o@t nooo (o — 1)na—1
JFZ":O 1 1
ke oo (o — 1)ne~t

Si on applique le lemme pour o = 2, on obtient ¢, o~ %
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e Posons, pour n € N*, w, = u,, — v —
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On obtient ainsi le développement asymptotique
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e Montrons que nh%rgo k"—:l =e.
On sait que H, = In(n) + v + ¢, ou ILm g, = 0. Par définition de k,,
on a
In(k,) +v+ep, >2n
et

ln(kn — 1) +v+eEk,—1 <n.
En passant a ’exponentielle, on obtient
ele VTt 1 >k, > ele” T n

_ . k
On a donc que k, ~_ e"e™” et donc lim =+ =e.
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