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Théo. Posons, pour tout n ∈ N∗,

Hn =
n∑
k=1

1
k
/

Alors, il existe γ ∈ R∗+ tel que

Hn = ln(n) + γ + 1
2n −

1
12n2 + o

Å 1
n2

ã
.

γ est appelé la constante d’Euler.
De plus, si on pose kn = min{k ∈ N, Hk ≥ n} alors lim

n→∞
kn+1
kn

= e.

Démonstration. • Posons, pour tout n ∈ N∗,

un = Hn − ln(n) et vn = un −
1
n
.

Montrons que ces suites sont adjacentes.
La différence un − vn = 1

n
est positive et converge vers 0.

On a

un+1 − un = Hn+1 − ln(n+ 1)−Hn + ln(n)

= 1
n+ 1 + ln

Å n

n+ 1

ã
= 1

n+ 1 + ln
Ån+ 1− 1

n+ 1

ã
= 1

n+ 1 + ln
Å
1− 1

n+ 1

ã
≤ 1

n+ 1 −
1

n+ 1 car pour x > −1, ln(1 + x) ≤ x

≤ 0.

On a, de plus,

vn+1 − vn = un+1 −
1

n+ 1 − un + 1
n

= 1
n+ 1 + ln

Å
1− 1

n+ 1

ã
− 1
n+ 1 + 1

n

= 1
n
− ln(n+ 1) + ln(n)

= 1
n
− ln

Å
1 + 1

n

ã
≥ 0 car pour x > −1, ln(1 + x) ≤ x

Les deux suites (un)n≥1 et (vn)n≥1 sont adjacentes et convergent vers
γ ∈ R. Comme, pour tout n ∈ N, on a γ ≥ vn ≥ v2 = 1 − ln(2) > 0.
On a donc obtenu

Hn = ln(n) + γ + o(1).

• Posons, pour n ∈ N∗, tn = un − γ.
On va chercher un équivalent de tn − tn−1. On a, pour n tendant vers
l’infini,

tn − tn−1 = un − un−1

= ln
Å
1− 1

n

ã
= − 1

n
− 1

2n2 + 1
n

+ o
Å 1
n2

ã
= − 1

2n2 + o
Å 1
n2

ã
∼

n→∞
− 1

2n2

Ainsi, la série ∑(tk − tk−1) converge. Le théorème de sommation des
équivalents nous donne

+∞∑
k=n+1

(tk − tk−1) = −tn ∼
n→∞

−1
2

+∞∑
k=n+1

1
k2 .
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Lemme. Soit α > 1, alors ∑+∞
n+1

1
kα
∼

n→∞
1
n
.

Démonstration. Si α > 1, la fonction t 7→ 1
tα

est intégrable et décrois-
sante sur [1,+∞[. Ainsi, si k ≥ 2

1
(k + 1)α ≤

∫ k+1

k

dt

tα
≤ 1
kα
≤

∫ k

k−1

dt

tα
.

En sommant cela entre n+1 et N puis en faisant tendre N vers l’infini,
on obtient ∫ +∞

n

dt

tα
≤

+∞∑
k=n+1

1
kα
≤

∫ +∞

n+1

dt

tα
.

De plus, on a, pour N ∈ N∗,
∫ N

n

dt

tα
=

ñ
t1−α

1− α

ôN
n

= 1
1− α

Å 1
Nα−1 −

1
nα−1

ã
−→
N→∞

1
(α− 1)nα−1

De la même manière,∫ N

n+1

dt

tα
−→
N→∞

1
(α− 1)(n+ 1)α−1 ∼

n→∞

1
(α− 1)nα−1 .

On obtient donc
+∞∑
n+1

1
kα
∼

n→∞

1
(α− 1)nα−1

Si on applique le lemme pour α = 2, on obtient tn ∼
n→∞

1
2n .

On a donc obtenu

Hn = ln(n) + γ + 1
2n + o

Å 1
n

ã
.

• Posons, pour n ∈ N∗, wn = un − γ − 1
2n .

La somme ∑+∞
k=n+1(wk − wk−1) vaut −wn et son terme général s’écrit

wn − wn−1 = ln
Å
1− 1

n

ã
+ 1
n
− 1

2n + 1
2n− 2

= ln
Å
1− 1

n

ã
+ 1
n
− 1

2n + 1
2n

1
1− 1

n

Pour n tendant vers l’infini, on a

wn − wn−1 = − 1
n
− 1

2n2 −
1

3n3 + 1
n
− 1

2n + 1
2n

Å
1 + 1

n
+ 1
n2

ã
+ o
Å 1
n3

ã
= − 1

2n2 −
1

3n3 −
1

2n + 1
2n + 1

2n2 + 1
2n3 + o

Å 1
n3

ã
= 1

6n3 + o
Å 1
n3

ã
∼

n→∞

1
6n3

Ainsi, on obtient

wn ∼
n→∞

+∞∑
k=n+1

1
6k3 ∼

n→∞

1
12n2 par le lemme.
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On obtient ainsi le développement asymptotique

Hn = ln(n) + γ + 1
2n −

1
12n2 + o

Å 1
n2

ã
.

• Montrons que lim
n→∞

kn+1
kn

= e.
On sait que Hn = ln(n) + γ + εn où lim

n→∞
εn = 0. Par définition de kn,

on a
ln(kn) + γ + εkn ≥ n

et
ln(kn − 1) + γ + εkn−1 < n.

En passant à l’exponentielle, on obtient

ene−γ−εkn−1 + 1 > kn ≥ ene−γ−εkn

On a donc que kn ∼
n→∞

ene−γ et donc lim
n→∞

kn+1
kn

= e.

Leçons possibles : 224 - 230
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