161 : Espaces vectoriels et espaces affines euclidiens : distances,

isométries.
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Notation 1. (E,{.)) désigne un espace euclidien de dimension n € N*. On note ||.| la norme issue de

G-

E désigne un espace affine de direction E. On dit que £ est un espace affine euclidien. On note GA(E)
le groupe affine de £. E peut toujours étre considéré comme un espace affine euclidien de direction E.

Pour A,B € &£, on note AB Uélément de E tel que A + AB = B. Pour f: &€ — & affine, on note
fe L(E) sa partie linéaire.

Si F est un sous-espace affine de £, on note F C E sa direction.

1 Distance dans un espace euclidien

1.1 Définitions
[5] : Tauvel
Définition 2 (Distance sur £). Pour A, B € £, on pose d(A, B) := || AB|, noté aussi AB.

Proposition 3. La fonction d définit une distance sur £. De plus, d est invariante par translation, i.e.
VA,Be & Viue E,d(A+ u,B+ 4) =d(A,B).

Remarque 4. Toute application affine f est Hﬂ|—lipschitzz'enne.

Définition 5 (Distance a une partie). Si M € &, et A,B < £ sont non vides, on pose d(M,A) =
inf{d(M,N) | N € A} et d(A,B) := inf{d(P,Q) | Pe A,Q € B}.

Proposition 6. — d(., A) est 1-lipschitzienne
— d(A,B) = inf{d(N,A) | N € B} = inf{d(M,B) | M € A}



1.2 Orthogonalité
[2] : Fresnel

Définition 7 (Orthogonal). On dit que x,y € E sont orthogonauz si {x,yy = 0.
Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note F+ := {x € E | Yy € F,{z,y) = 0} son orthogonal.
C’est un sous-espace vectoriel de E qui vérifie E = F @ F*.

Théoréme 8 (Pythagore). Soit A, B,C € £. Alors AB? + AC? = BC? ssi AB et AC sont orthogonauz.

Définition 9 (Projection orthogonale). Soit F un sous-espace affine de £. On appelle projection ortho-
gonale sur F la projection p sur F parallélement & F~. On la note pr.

Proposition 10. Soit A€ £ et B :=pr(A). Alors d(A,F) = AB.

1.3 Utilisation du déterminant

[3] : Rombaldi

Définition 11 (Matrice et déterminant de Gram). On appelle matrice de Gram de la famille (2;)1<i<n €
E" la matrice G(x1,...,%n) 1= ({Ti,%j))1<i j<n- Son déterminant, noté g(x1,...,xy,) est appelé détermi-
nant de Gram de (x;)1<i<n-

Exemple 12. Si (e;)1<i<n est une base orthonormée de E, alors G(eq,...,en) = I, et gley,...,e,) = 1.
Proposition 13. Soit (x;)1<i<n € E™. Alors g(x1,...,x,) = 0 et il y a égalité ssi (x;)1<i<n est lice.

Théoréme 14 (Déterminant de Gram). Soit F' un sous-espace vectoriel de E et (e;)1<i<p une base de
F. Alors
gle,...,ep, x)

gler )

Corollaire 15 (Inégalité de Hadamard). Soit (z;)1<i<n € E™. Alors |det(x1, ..., zpn)| < ||z1||...|2n]], €t
il y a égalité ssi (x;)1<i<n est orthogonale ou si l'un des vecteurs est nul.

Vo e B, d(z, F)? =

Définition 16. Soit (d; j)o<izj<n € (Rj‘_)"(’“rl) tel que Vi # j,d;; = dj;. Le déterminant de Cayley-

0 1 . . . 1
1 0 d(%,l dg,Q ) d%,n
.. i, 0 d3,
Menger associé est T'((d; j)o<irj<n) := det ’ 0
NN o D
1 dn,O dn,l dn,nfl 0
Proposition 17. Soit zo,...,z, € R™, on note pour 0 < i # j < n, d; ; = ||x; — x;|. Alors detp.(z1 —
_1\yn+1 . . 5 . . .
X0y ey Ty — To)2 = ( 12)n I'((di,j)o<izj<n)- En particulier, (xq, xoZ1, ..., Tokyn) forme un repére affine ssi

L((d;,j)o<izj<n) # 0.
Théoréme 18 (DEV : Construire un simplexe). Soit (d; ;)o<izj<n € (R%)" Y tel que Vi # j, d; ; = d; ;.
Alors s’équivalent :

— il existe xg,...,xy, € R™ tels que (xo,To1,...,T0%n) forme un repére affine, avec VO < i # j <
n,d;; = ||lz; — x|

— pour tout h € {2,...,n}, pour toute sous-famille {iy,...,in} < {0, ...,n}, T((di, i, )1<kri<n) et (=1)"F1
sont strictement de méme signe

2 Isométries

2.1 Groupe orthogonal
[3] : Rombaldi

Définition 19 (Isométrie vectorielle). On dit que u : E — E est une isométrie vectorielle si u(0) = 0
et Va,y € E, |lu(x) — u(y)| = ||l — yl||. On note O(E) l'ensemble des isométries vectorielles.



Théoréme 20. Les assertions suivantes sont équivalentes :

— u est une isométrie

— Vo,y e E,(u(x),uly)) = {z,y)
— wu est linéaire et Vx € E, ||u(z)|| =0

— u est linéaire et envoie une BON de E sur une BON de E.
Corollaire 21. O(E) est un sous-groupe de GL(E). On ’appelle groupe orthogonal de E.

Définition 22. On dit qu’une matrice A € M, (R) est orthogonale si *AA = I,,. On note O, (R) l’ensemble
des matrices orthogonales.

Proposition 23. Soitu € L(E). Alors u e O(E) ssi 3B BON, Matg(u) € O, (R) ssi VB BON, Matg(u) €
0,(R).

Exemple 24. Les matrices de permutation sont orthogonales.
Corollaire 25. Yu e O(F), det(u) = +1.

Définition 26. On note SO(E) := {u € O(E) | det(u) = 1} appelé groupe orthogonal spécial de E. C’est
un sous-groupe distingué de O(FE) d’indice 2.

Proposition 27 (Cas n = 2).

= cos(f) —sin(6)
R:0eR/2nZ <sin(6‘) cos(6) € SO2(R)
est un isomorphisme de groupes. En particulier, SO(E) est abélien.

De plus, si s € O(E)\SO(E), alors il existe une BON B telle que Matg(s) = S := ((1) _01)

Théoréme 28 (Réduction des isométries vectorielles). Soit w € O(E). Alors il existe une BON B de E
telle que

I, © 0
0 -1 0
0 R(0 0
Matg(u) = (01) R(6:) 0
0 R(0r)

avecp+q+2r =n, 04,...,0, €]0, x[.

2.2 Isométries affines
[5] : Tauvel

Définition 29 (Isométries). On dit que f : € — &£ est une isométrie si VA, B € £,d(f(P), f(Q)) =
d(P,Q). On note Is(€) l'ensemble des isométries.

Exemple 30 (Symétrie orthogonale). Soit F un sous-espace affine de €. On appelle symétrie orthogonale

par rapport & F la symétrie par rapport a F parallélement o FL. On la note sr. Une symétrie orthogonale
est une isométrie.

Théoréme 31 (Une isométrie est automatiquement affine). Soit f : &€ — &. Alors f est une isométrie
ssi f est affine et f € O(E).
Corollaire 32. Is(&) est un sous-groupe de GA(E). Il admet un sous-groupe d’indice 2, qui est Is™(€) :=

—

{f eIs(E) | det(f) = 1} appelé groupe des déplacements de E.

Exemple 33. Une translation est un déplacement. Une symétrie orthogonale est un déplacement ssi
codim(F) est pair.



2.3 Générateurs et classification
[2] : Fresnel
Définition 34. On dit que sr est
— une réflexion si codim(F) =n —1
— un retournement si codim(F) = n — 2.
Théoréme 35 (Cartan-Dieudonné vectoriel). Soit u € O(E). Notons r = rg(u — idg). Alors :

— u est produit de r réflexions (vectorielles), et ce nombre est minimal

— sin =3 et ue SO(E), alors u est produit de p retournements (vectoriels) avec p < r.
Exemple 36. Siu est un retournement, alors r = 2 et u est produit d’un retournement.

Lemme 37 (Lemme fondamental de classification). Soit f une application affine sur £ telle que E =

ker(f— idg) (—Bim(f— idg). Alors il existe un unique v € E et une unique application affine g sur & telle
que f = 1,9 = g7, et g a (au moins) un point fize.

—

Corollaire 38 (Cartan-Dieudonné affine). Soit f € Is(§) et r = rg(f —idg). Alors :

— [ est produit de p réflexions (affines) avec p = r si f a un point fize, et p = r + 2 sinon, et ce
nombre est minimal dans les deuz cas

— sin=3 et felst(£), alors f est produit de p retournements (affines) avec p < r.
Exemple 39. Une translation est produit de 2 retournements.
Remarque 40. Le lemme fondamental de classification permet aussi de classifier les isométries affines

en dimension 2 et 3 (cf anneze).

2.4 Isométrie conservant une partie

[3] : Rombaldi

Définition 41. Soit P < £. On note Is(P) (resp. Is*(P)) l'ensemble des isométries (resp. déplacements)
de £ qui conservent P.

Proposition 42. — Is(P) est un sous-groupe de Is(E) et IsT () est un sous-groupe distingué de Is(P)
— & fels(P)—> flp € &(P) est un morphisme de groupe
— s’il existe o € Is(P)\Is*(P), alors p € Is*(P) —> o 0 p e Is(P)\Is* (P) est bijective.

Exemple 43 (Groupe diédral). Dans un plan affine euclidien, on note T';, un n-gone régulier. Alors
Is(Ty,) est isomorphe a (R(2w/n),S). On Uappelle groupe diédral, noté Da,, il est de cardinal 2n.

Exemple 44 (Isométries du tétraedre). Dans un espace affine euclidien, on note T un tétraédre régulier.
Alors 1s(T) est isomorphe a &4 et Ist(T) est isomorphe a Ay

3 Notion d’angle

Dans cette partie, n = 2. On note S! := {zx € E | ||z| = 1}.

3.1 Définition
[ : Audin
Lemme 45. Soit z,y € S, alors il existe un unique u € SO(E) tel que u(x) = y.
Définition 46 (Angle orienté de vecteurs/demi-droites). On définit la relation d’équivalence Ry sur

(SH?2 par (z,y)Ri(2',y') ssi Jue SO(E),u(z) = 2" et u(y) =vy'. La classe d’équivalence de (z,vy), notée

-l T

(z,y) (ou (Ryz,Riy)), est appelée angle orienté des vecteurs x ety (ou des demi-droites Ryx et Riy).
On note A l’ensemble des angles orientés de vecteurs, i.e. I'ensemble des classes d’équivalences de Ri.

Proposition 47. ®: (ﬂ) € Ar— u e SO(E) telle que u(z) =y, est bien définie et bijective.



Corollaire 48. ® induit une structure de groupe abélien sur A. En particulier, on a la relation de

—_— -

Chasles : Vx,y,z € St, (@) + (y,2) = (z, 2).

—

Exemple 49. L’angle nul m correspond o 1d, l’angle plat (x, —x) correspond & —1Id. Un angle (z,y)

tel que 2(x,y) = (m) est appelé angle droit.

Proposition 50. Soit ABC un vrai triangle. La somme de ses angles, i.e.

est un angle plat.

3.2 Mesure d’un angle

Définition 51. Une orientation du plan est le choix d’une classe d’équivalence de ’ensemble des BON
sous laction de SO(E). On appelle BOND une base dans cette classe.

Lemme 52. La matrice de u € SO(E) ne dépend pas de la BOND.

Proposition 53. A 2 SO(E) — SO2(R) £, R/27Z est une composée d’isomorphismes de groupes.

—

On appelle mesure de U'angle (x,y) l’élément de R/2wZ associé.

Exemple 54. Un angle nul est de mesure 0, un angle plat de mesure m et un angle droite est de mesure
+7/2.

Proposition 55 (Théoréme de Al-Kashi). Soit ABC un wrai triangle de E. Alors AB?> + AC? —
2AB.AC cos((CA,CB)) = BC2.

Théoréme 56 (DEV : Point de Fermat d’un triangle). Soit ABC un vrai triangle de E dont les 3 angles
sont strictement inférieurs a 2w/3. Alors f: M € R? — MA+ MB + MC € R admet un minimum global
strict en P € Conv(A, B,C)\{4, B,C}, qu’on appelle point de Fermat.

Enfin, si on construit vers l’extérieur de ABC' des triangles équilatéraux ABC', BCA' et ACB’, alors
(AA"), (BB') et (CC") sont concourrantes en P, et f(P) = AA' = BB' = CC".

3.3 Similitudes
] : Audin

Définition 57 (Similitude vectorielle). Soit uw € L(E). On dit que u est une similitude vectorielle si
3k > 0,V € E, ||u(x)| = k||z||. On note Sim(E) leur ensemble.

Définition 58 (Similitude affine). On dit que f : &€ — & est une similitude si Ik > 0,YM,N €
E,A(f(M), f(N)) = kMN. On note Sim(&) leur ensemble.

Exemple 59. Les isométries et les homothéties sont des similitudes.
Proposition 60. f est une similitude ssi f est affine et f est une similitude vectorielle.
Corollaire 61. Sim(E) (resp. Sim(E)) est un sous-groupe de GL(E) (resp. GA(E)).

Proposition 62. Soit u€ L(E). Alors u préserve les angles (non orientés de demi-droites), i.e. Ya,y €

e

St (u(@), u(y)) = +(,y) ssi u e Sim(E).

Corollaire 63 (Liouville). Soit f : £ — & de classe C' et bijective, telle que Vx € E,df, préserve les
angles. Alors f € Sim(E).

4 Deéveloppements

— Point de Fermat d’un triangle, [4]
— Déterminant de Cayley-Menger, [6]
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