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Notation 1. pE, x.yq désigne un espace euclidien de dimension n P N˚. On note ∥.∥ la norme issue de
x, y.

E désigne un espace affine de direction E. On dit que E est un espace affine euclidien. On note GApEq

le groupe affine de E. E peut toujours être considéré comme un espace affine euclidien de direction E.
Pour A,B P E, on note A⃗B l’élément de E tel que A ` A⃗B “ B. Pour f : E ÝÑ E affine, on note

f⃗ P LpEq sa partie linéaire.
Si F est un sous-espace affine de E, on note F⃗ Ď E sa direction.

1 Distance dans un espace euclidien

1.1 Définitions
[5] : Tauvel

Définition 2 (Distance sur E). Pour A,B P E, on pose dpA,Bq :“ ∥A⃗B∥, noté aussi AB.

Proposition 3. La fonction d définit une distance sur E. De plus, d est invariante par translation, i.e.
@A,B P E ,@u⃗ P E, dpA ` u⃗, B ` u⃗q “ dpA,Bq.

Remarque 4. Toute application affine f est ∥f⃗∥-lipschitzienne.

Définition 5 (Distance à une partie). Si M P E, et A,B Ă E sont non vides, on pose dpM,Aq :“
inftdpM,Nq | N P Au et dpA,Bq :“ inftdpP,Qq | P P A, Q P Bu.

Proposition 6. — dp.,Aq est 1-lipschitzienne
— dpA,Bq “ inftdpN,Aq | N P Bu “ inftdpM,Bq | M P Au
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1.2 Orthogonalité
[2] : Fresnel

Définition 7 (Orthogonal). On dit que x, y P E sont orthogonaux si xx, yy “ 0.
Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note FK :“ tx P E | @y P F, xx, yy “ 0u son orthogonal.

C’est un sous-espace vectoriel de E qui vérifie E “ F
À

FK.

Théorème 8 (Pythagore). Soit A,B,C P E. Alors AB2 `AC2 “ BC2 ssi A⃗B et A⃗C sont orthogonaux.

Définition 9 (Projection orthogonale). Soit F un sous-espace affine de E. On appelle projection ortho-
gonale sur F la projection p sur F parallèlement à F⃗K. On la note pF .

Proposition 10. Soit A P E et B :“ pF pAq. Alors dpA,Fq “ AB.

1.3 Utilisation du déterminant
[3] : Rombaldi

Définition 11 (Matrice et déterminant de Gram). On appelle matrice de Gram de la famille pxiq1ďiďn P

En la matrice Gpx1, ..., xnq :“ pxxi, xjyq1ďi,jďn. Son déterminant, noté gpx1, ..., xnq est appelé détermi-
nant de Gram de pxiq1ďiďn.

Exemple 12. Si peiq1ďiďn est une base orthonormée de E, alors Gpe1, ..., enq “ In et gpe1, ..., enq “ 1.

Proposition 13. Soit pxiq1ďiďn P En. Alors gpx1, ..., xnq ě 0 et il y a égalité ssi pxiq1ďiďn est liée.

Théorème 14 (Déterminant de Gram). Soit F un sous-espace vectoriel de E et peiq1ďiďp une base de
F . Alors

@x P E, dpx, F q2 “
gpe1, ..., ep, xq

gpe1, ..., epq

Corollaire 15 (Inégalité de Hadamard). Soit pxiq1ďiďn P En. Alors |detpx1, ..., xnq| ď ∥x1∥...∥xn∥, et
il y a égalité ssi pxiq1ďiďn est orthogonale ou si l’un des vecteurs est nul.

Définition 16. Soit pdi,jq0ďi‰jďn P pR˚
`qnpn`1q tel que @i ‰ j, di,j “ dj,i. Le déterminant de Cayley-

Menger associé est Γppdi,jq0ďi‰jďnq :“ det

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 . . . 1
1 0 d20,1 d20,2 . d20,n
. d21,0 0 d21,2 . .
. . . 0 . .
. . . . . d2n´1,n

1 d2n,0 d2n,1 . d2n,n´1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Proposition 17. Soit x0, ..., xn P Rn, on note pour 0 ď i ‰ j ď n, di,j “ ∥xi ´ xj∥. Alors detBC
px1 ´

x0, ..., xn ´ x0q2 “
p´1q

n`1

2n Γppdi,jq0ďi‰jďnq. En particulier, px0, ⃗x0x1, ..., ⃗x0xnq forme un repère affine ssi
Γppdi,jq0ďi‰jďnq ‰ 0.

Théorème 18 (DEV : Construire un simplexe). Soit pdi,jq0ďi‰jďn P pR˚
`qnpn`1q tel que @i ‰ j, di,j “ dj,i.

Alors s’équivalent :
— il existe x0, ..., xn P Rn tels que px0, ⃗x0x1, ..., ⃗x0xnq forme un repère affine, avec @0 ď i ‰ j ď

n, di,j “ ∥xi ´ xj∥
— pour tout h P t2, ..., nu, pour toute sous-famille ti1, ..., ihu Ă t0, ..., nu, Γppdik,ilq1ďk‰lďhq et p´1qh`1

sont strictement de même signe

2 Isométries

2.1 Groupe orthogonal
[3] : Rombaldi

Définition 19 (Isométrie vectorielle). On dit que u : E ÝÑ E est une isométrie vectorielle si up0q “ 0
et @x, y P E, ∥upxq ´ upyq∥ “ ∥x ´ y∥. On note OpEq l’ensemble des isométries vectorielles.
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Théorème 20. Les assertions suivantes sont équivalentes :
— u est une isométrie
— @x, y P E, xupxq, upyqy “ xx, yy

— u est linéaire et @x P E, ∥upxq∥ “ 0

— u est linéaire et envoie une BON de E sur une BON de E.

Corollaire 21. OpEq est un sous-groupe de GLpEq. On l’appelle groupe orthogonal de E.

Définition 22. On dit qu’une matrice A P MnpRq est orthogonale si tAA “ In. On note OnpRq l’ensemble
des matrices orthogonales.

Proposition 23. Soit u P LpEq. Alors u P OpEq ssi DB BON, MatBpuq P OnpRq ssi @B BON, MatBpuq P

OnpRq.

Exemple 24. Les matrices de permutation sont orthogonales.

Corollaire 25. @u P OpEq, detpuq “ ˘1.

Définition 26. On note SOpEq :“ tu P OpEq | detpuq “ 1u appelé groupe orthogonal spécial de E. C’est
un sous-groupe distingué de OpEq d’indice 2.

Proposition 27 (Cas n “ 2).

R : θ P R{2πZ ÞÝÑ

ˆ

cospθq ´ sinpθq

sinpθq cospθq

˙

P SO2pRq

est un isomorphisme de groupes. En particulier, SOpEq est abélien.

De plus, si s P OpEqzSOpEq, alors il existe une BON B telle que MatBpsq “ S :“

ˆ

1 0
0 ´1

˙

Théorème 28 (Réduction des isométries vectorielles). Soit u P OpEq. Alors il existe une BON B de E
telle que

MatBpuq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ip 0 . . . 0
0 ´Iq 0 . . .
. 0 Rpθ1q 0 . .
. . 0 Rpθ2q 0 .
. . . . . .
. . . . 0 Rpθrq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

avec p ` q ` 2r “ n, θ1, ..., θr Ps0, πr.

2.2 Isométries affines
[5] : Tauvel

Définition 29 (Isométries). On dit que f : E ÝÑ E est une isométrie si @A,B P E , dpfpP q, fpQqq “

dpP,Qq. On note IspEq l’ensemble des isométries.

Exemple 30 (Symétrie orthogonale). Soit F un sous-espace affine de E. On appelle symétrie orthogonale
par rapport à F la symétrie par rapport à F parallèlement à F⃗K. On la note sF . Une symétrie orthogonale
est une isométrie.

Théorème 31 (Une isométrie est automatiquement affine). Soit f : E ÝÑ E. Alors f est une isométrie
ssi f est affine et f⃗ P OpEq.

Corollaire 32. IspEq est un sous-groupe de GApEq. Il admet un sous-groupe d’indice 2, qui est Is`
pEq :“

tf P IspEq | detpf⃗q “ 1u appelé groupe des déplacements de E.

Exemple 33. Une translation est un déplacement. Une symétrie orthogonale est un déplacement ssi
codimpFq est pair.
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2.3 Générateurs et classification
[2] : Fresnel

Définition 34. On dit que sF est
— une réflexion si codimpFq “ n ´ 1

— un retournement si codimpFq “ n ´ 2.

Théorème 35 (Cartan-Dieudonné vectoriel). Soit u P OpEq. Notons r “ rgpu ´ idEq. Alors :
— u est produit de r réflexions (vectorielles), et ce nombre est minimal
— si n ě 3 et u P SOpEq, alors u est produit de p retournements (vectoriels) avec p ď r.

Exemple 36. Si u est un retournement, alors r “ 2 et u est produit d’un retournement.

Lemme 37 (Lemme fondamental de classification). Soit f une application affine sur E telle que E “

kerpf⃗ ´ idEq
À

impf⃗ ´ idEq. Alors il existe un unique v P E et une unique application affine g sur E telle
que f “ τvg “ gτv et g a (au moins) un point fixe.

Corollaire 38 (Cartan-Dieudonné affine). Soit f P IspEq et r “ rgpf⃗ ´ idEq. Alors :
— f est produit de p réflexions (affines) avec p “ r si f a un point fixe, et p “ r ` 2 sinon, et ce

nombre est minimal dans les deux cas
— si n ě 3 et f P Is`

pEq, alors f est produit de p retournements (affines) avec p ď r.

Exemple 39. Une translation est produit de 2 retournements.

Remarque 40. Le lemme fondamental de classification permet aussi de classifier les isométries affines
en dimension 2 et 3 (cf annexe).

2.4 Isométrie conservant une partie
[3] : Rombaldi

Définition 41. Soit P Ď E. On note IspPq (resp. Is`
pPq) l’ensemble des isométries (resp. déplacements)

de E qui conservent P.

Proposition 42. — IspPq est un sous-groupe de IspEq et Is`
pEq est un sous-groupe distingué de IspPq

— Φ : f P IspPq ÞÝÑ f |P P SpPq est un morphisme de groupe
— s’il existe σ P IspPqzIs`

pPq, alors ρ P Is`
pPq ÞÝÑ σ ˝ ρ P IspPqzIs`

pPq est bijective.

Exemple 43 (Groupe diédral). Dans un plan affine euclidien, on note Γn un n-gône régulier. Alors
IspΓnq est isomorphe à xRp2π{nq, Sy. On l’appelle groupe diédral, noté D2n, il est de cardinal 2n.

Exemple 44 (Isométries du tétraèdre). Dans un espace affine euclidien, on note T un tétraèdre régulier.
Alors IspT q est isomorphe à S4 et Is`

pT q est isomorphe à A4

3 Notion d’angle
Dans cette partie, n “ 2. On note S1 :“ tx P E | ∥x∥ “ 1u.

3.1 Définition
[1] : Audin

Lemme 45. Soit x, y P S1, alors il existe un unique u P SOpEq tel que upxq “ y.

Définition 46 (Angle orienté de vecteurs/demi-droites). On définit la relation d’équivalence R1 sur
pS1q2 par px, yqR1px1, y1q ssi Du P SOpEq, upxq “ x1 et upyq “ y1. La classe d’équivalence de px, yq, notée
zpx, yq (ou {pR`x,R`yq), est appelée angle orienté des vecteurs x et y (ou des demi-droites R`x et R`y).

On note A l’ensemble des angles orientés de vecteurs, i.e. l’ensemble des classes d’équivalences de R1.

Proposition 47. Φ : zpx, yq P A ÞÝÑ u P SOpEq telle que upxq “ y, est bien définie et bijective.
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Corollaire 48. Φ induit une structure de groupe abélien sur A. En particulier, on a la relation de
Chasles : @x, y, z P S1, zpx, yq ` zpy, zq “ zpx, zq.

Exemple 49. L’angle nul {px, xq correspond à Id, l’angle plat {px,´xq correspond à ´Id. Un angle zpx, yq

tel que 2 zpx, yq “ {px,´xq est appelé angle droit.

Proposition 50. Soit ABC un vrai triangle. La somme de ses angles, i.e.

{

pA⃗B, A⃗Cq `
{

pB⃗C, B⃗Aq `
{

pC⃗A, C⃗Bq

est un angle plat.

3.2 Mesure d’un angle
Définition 51. Une orientation du plan est le choix d’une classe d’équivalence de l’ensemble des BON
sous l’action de SOpEq. On appelle BOND une base dans cette classe.

Lemme 52. La matrice de u P SOpEq ne dépend pas de la BOND.

Proposition 53. A Φ
ÝÑ SOpEq ÝÑ SO2pRq

R´1

ÝÝÝÑ R{2πZ est une composée d’isomorphismes de groupes.
On appelle mesure de l’angle zpx, yq l’élément de R{2πZ associé.

Exemple 54. Un angle nul est de mesure 0, un angle plat de mesure π et un angle droite est de mesure
˘π{2.

Proposition 55 (Théorème de Al-Kashi). Soit ABC un vrai triangle de E. Alors AB2 ` AC2 ´

2AB.AC cosp
{

pC⃗A, C⃗Bqq “ BC2.

Théorème 56 (DEV : Point de Fermat d’un triangle). Soit ABC un vrai triangle de E dont les 3 angles
sont strictement inférieurs à 2π{3. Alors f : M P R2 ÞÑ MA`MB `MC P R admet un minimum global
strict en P P ConvpA,B,CqztA,B,Cu, qu’on appelle point de Fermat.

Enfin, si on construit vers l’extérieur de ABC des triangles équilatéraux ABC 1, BCA1 et ACB1, alors
pAA1q, pBB1q et pCC 1q sont concourrantes en P , et fpP q “ AA1 “ BB1 “ CC 1.

3.3 Similitudes
[1] : Audin

Définition 57 (Similitude vectorielle). Soit u P LpEq. On dit que u est une similitude vectorielle si
Dk ą 0,@x P E, ∥upxq∥ “ k∥x∥. On note SimpEq leur ensemble.

Définition 58 (Similitude affine). On dit que f : E ÝÑ E est une similitude si Dk ą 0,@M,N P

E , dpfpMq, fpNqq “ kMN . On note SimpEq leur ensemble.

Exemple 59. Les isométries et les homothéties sont des similitudes.

Proposition 60. f est une similitude ssi f est affine et f⃗ est une similitude vectorielle.

Corollaire 61. SimpEq (resp. SimpEq) est un sous-groupe de GLpEq (resp. GApEq).

Proposition 62. Soit u P LpEq. Alors u préserve les angles (non orientés de demi-droites), i.e. @x, y P

S1, {pupxq, upyqq “ ˘ zpx, yq ssi u P SimpEq.

Corollaire 63 (Liouville). Soit f : E ÝÑ E de classe C1 et bijective, telle que @x P E, dfx préserve les
angles. Alors f P SimpEq.

4 Développements
— Point de Fermat d’un triangle, [4]
— Déterminant de Cayley-Menger, [6]

5



Références
[1] Michèle Audin. Géométrie. EDP sciences, 2006.
[2] Jean Fresnel. Méthodes modqernes en géométrie. hermann, 2010.
[3] Jean-Etienne Rombaldi. Mathématiques pour l’agrégation, Algèbre et géométrie. deboeck supérieur,

2021.
[4] François Rouvière. Petit guide de calcul différentiel à l’usage de la licence et de l’agrégation. Cassini,

2014.
[5] Patrice Tauvel. Géométrie. Dunod, 2005.
[6] Maxime Zavidovique. Un max de maths. Calvage and Mounet, 2013.

6


	Distance dans un espace euclidien
	Définitions
	Orthogonalité
	Utilisation du déterminant

	Isométries
	Groupe orthogonal
	Isométries affines
	Générateurs et classification
	Isométrie conservant une partie

	Notion d'angle
	Définition
	Mesure d'un angle
	Similitudes

	Développements

