
Leçon 264 : Variables aléatoires discrètes. Exemples et
applications.

Matei Lefebvre

2025/2026

1 Variables aléatoires discrètes.

1.1 Premières définitions.

[CR16], II.1-5 et [BL07], III.1
„ 6 items.
définition v.a.d. | définition loi d’une v.a.d. | définition fonction de répartition | càdlàg, limite en ˘8,
en escalier pour les v.a.d. (dessin en annexe) | caractérise la loi | définition variables indépendantes

1.2 Moments.

[CR16], III.1-4
„ 10 items.
définition espérance | ErXs “

ř

ně1

PpX ě nq | ErfpXqs | définitions moments | définition variance |

propriétés diverses | inégalité Markov | inégalité Bienaymé-Tchebychev | inégalité Hölder | si X KK Y ,
alors ErXY s “ ErXsErY s et VarpX ` Y q “ VarpXq ` VarpY q

1.3 Fonctions génératrices.

[CR16], III.5 et [GK11], IX.1
„ 5 items.
définition fonction génératrice, remarque sur le rayon | caractérise la loi | si X KK Y , alors GX`Y “

GXGY | lien dérivabilité/moments | fonction génératrice de N v.a. iid

1.4 Lois usuelles.

[GK11], V.5, VI.10 et IX.1.2 et [CR16], IV.7
„ 11 items.
loi uniforme sur un ensemble fini | exemple : dé | loi de Bernoulli, lien avec Pile ou Face | espérance,
variance et fonction génératrice | loi binomiale, lien avec les Bernoulli | espérance, variance et fonction
génératrice | loi géométrique, lien avec les Bernoulli | espérance, variance et fonction génératrice | loi
de Poisson | lien avec les binomiales : théorème des évènements rares (Chabanol-Ruch) | espérance,
variance et fonction génératrice
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2 Théorèmes de convergence.

2.1 Modes de convergence.

[CR16], IV.1 et IV.4
„ 6 items.
définition convergence p.s. | définition convergence Lp | définition convergence en loi | théorème de
Lévy | corollaire : si Xn, X à valeurs dans N, alors Xn

L
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

X ô GXn

cvs
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

GX | caractérisation
convergence en loi pour les v.a. à valeurs dans N

2.2 Loi des grands nombres.

[CR16], IV.2 et [Tou99], IV
„ 2 items.
loi forte des grands nombres | exemple : méthode de Monte-Carlo

2.3 Théorème central limite.

[CR16], IV.6
„ 3 items.
théorème central limite | corollaire : intervalle de confiance asymptotique | DEV bonus : TCL pour
le nombre de cycles d’une permutation tirée uniformément Dbonus

Théorème. On pose Xn :“ XpX ` 1q . . . pX `n´ 1q. On définit |spn, kq| les nombres de Stirling

de première espèce non signés par : Xn “
n
ř

k“0

|spn, kq|Xk.

Soit pUnqně1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que @n ě 1 Un suit la loi uniforme
sur rr1;nss. Alors :

1. σn :“ p1U1q ˝ . . . ˝ pnUnq suit la loi uniforme sur Sn ;

2. Soit Cn le nombre de cycles dans la décomposition en cycles à support disjoints de σn. Alors,

PpCn “ kq “
|spn, kq|

n!
;

3.
Cn ´ lnpnq

a

lnpnq

L
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

N p0, 1q.

[GK11], XIV.4.1.292
Remarque : variante du développement sur les nombres de Stirling, qui rentre mieux dans les leçons
de probas et la 218 mais pas dans la 190.

3 Chaînes de Markov.

3.1 Définitions et premières propriétés.

[CR16], VII.1-4 et [MM22], XV
„ 6 items.

2



définition chaînes de Markov homogènes | Xn`1 “ fpXn, ξn`1q définit une chaîne de Markov (Mansuy-
Mneimné) | PpXn “ xn, . . . , X0 “ x0q “ µpx0qP px0, x1q . . . P pxn´1, xnq | PµpXn “ yq “ µP npyq,
ExrfpXnqs “ P nfpxq | définition temps d’arrêt, tribu FT | propriété Markov forte

3.2 Exemples.

[CR16], VII.2
„ 4 items.
remarque : on représente par un graphe | diffusion d’Ehrenfest | marche aléatoire | DEV 1 : Fibonacci
aléatoire D1

Théorème. Soient ppnq Ps0; 1rN et pYnq une suite de variables aléatoire indépendantes telles que
Yn „ Bppnq. On définit la suite de variables aléatoires pUnq par U0 “ U1 “ 1 et Un`2 “ Un`1 ` YnUn.

1. Si
`8
ř

n“0

pn “ `8, alors Un
p.s.

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

`8 ;

2. Soit f : x ÞÑ 1 `
1

x
et panq la suite définie par a0 “ 1 et an`1 “ fpanq. Si ppnq est constante

égale à p Ps0; 1r, alors
1

n
lnpUnq

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

`8
ř

i“0

lnpaiqp1 ´ pqpi.

[BB24], 25
Remarque : si on n’a pas le temps, on peut supposer la suite constante dès le début.

3.3 Classification des états.

[CR16], VII.4-6
„ 7 items.
définition accessibilité, communication, irréductibilité | définition période, chaîne apériodique | pé-
riode est une propriété de classe | définition temps d’atteinte, nombre de passage | définition état
récurrent/transitoire | loi du nombre de passage selon les cas | x récurrent et x ; y ñ y récurrent,
définition chaîne irréductible récurrente

3.4 Lois de probabilités stationnaires.

[CR16], VII.7 et VII.5
„ 5 items.
définition loi de probabilité stationnaire | exemple de la marche aléatoire sur Z | définition matrice
ergodique, lien avec les chaînes irréductibles apériodiques à états finis | DEV 2 : Perron-Frobenius |
théorème ergodique cas fini D2

Théorème. Soit P une matrice ergodique (i.e. stochastique et Dk ě 1, P k ą 0). Alors :

1. @λ P SpCpP q, |λ| ď 1 ;

2. 1 est l’unique valeur propre de module 1, elle est de multiplicité 1 ;
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3. il existe une unique loi invariante π˚ pour P (i.e. vecteur propre à gauche pour la valeur propre
1), ses coordonnées sont strictement positives ;

4. P n ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

¨

˚

˝

π˚

...
π˚

˛

‹

‚

.

[App13], XXVII.30
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