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1 Loi d’une variable aléatoire.

1.1 Définitions.
[CR16], I1.1 et I1.4-5

~ 8 items.

définition variable aléatoire, loi d’une variable aléatoire | exemple : lancé de dé | définition loi
conjointe, lois marginales | conjointe = marginales, réciproque fausse | exemple discret/a densité
| définition v.a. indépendantes | loi conjointe dans le cas des v.a. indépendantes | exemple discret/a
densité

1.2 Lois discrétes.

[CR16], 111 et [GK11], V.5

~ 9 items.

définition v.a. discréte | caractérisation de la loi dans ce cas | exemple : loi uniforme | exemple :
Bernoulli | exemple : binomiale | exemple : géométrique | exemple : Poisson | somme de lois Poisson
| loi des événements rares

1.3 Lois a densité.
[CR16], IL.1, [GK11], V.6 et [App24], IX.2

~ 9 items.

définition variable & densité | remarque : sans atomes | exemple : loi uniforme | exemple : loi gaussienne
| somme de Gaussiennes (Appel) | exemple : loi exponentielle | exemple : loi de Cauchy | exemple :
loi Gamma, lien avec somme de lois exponentielles (Appel) | exemple : loi du x? (distributions en
annexe)

1.4 Espérance d’une variable aléatoire.

[CR16], I1I.1

~ 4 items.

définition espérance, cas des variables entiéres, cas des variables a densité | théoréme de transfert |
exemple : binomiale, géométrique, poisson | exemple : gaussienne, exponentielle, Cauchy | définition
moments



2 Fonctions caractérisant la loi.

2.1 Fonction de répartition.

[CR16], I1.3

~ 5 items.

définition fonction répartition | caractérise la loi | cadlag et limites en +oo0 | cas des v.a. a densité
continue | construction de v.a. a partir de F' et d’une v.a. uniforme

2.2 Fonction génératrice.

[CR16], I11.5

~ 5 items.

définition fonction génératrice | caractérise la loi | fonction génératrice d’'une somme indépendante
| lien dérivabilité en 1~ /intégrabilité de X | (fonction génératrice d’'une somme de N v.a. indépen-
dantes)

2.3 Fonction caractéristique.

[CR16], I11.6

~ b items.

définition fonction caractéristique, c’est une fonction continue bornée | lien avec transformée de
Fourier dans le cas a densité | caractérise la loi (admis) | (fonction caractéristique d’une somme
indépendante) | caractérisation de I'indépendance par la fonction caractéristique du couple

3 Convergence en loi.

3.1 Définition et premiéres propriétés.

[CR16], IV.4-5 et [Appl3|, XIII.6

~ 6 items.

définition convergence en loi | exemple pour des v.a. & valeurs dans N | remarque : la limite n’est pas
unique, seulement sa loi | théoréme de Lévy | caractérisation par les fonctions de répartitions | cas
des lois a densité (Appel)

3.2 Théoréme central limite.

[CR16], IV.6

~ 3 items.

théoréme central limite | corollaire : intervalle de confiance asymptotique | DEV 1 : TCL pour le
nombre de cycles d’une permutation tirée uniformément

Théoréme. On pose X" := X(X +1)...(X +n—1). On définit |s(n, k)| les nombres de Stirling
de premiére espéce non signés par : X" = > |s(n, k)| X*.
k=0

Soit (Uy,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que ¥Yn = 1 U, suit la loi uniforme
sur [[1;n]). Alors :

1. 0, :=(1Uy)o...0(nU,) suit la loi uniforme sur S,, ;
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2. Soit C,, le nombre de cycles dans la décomposition en cycles a support disjoints de o,,. Alors,

o(y = ) = )

C,—In(n) .

1n(n) n——+0o0

N(0,1).

[GK11], XIV.4.1.292
Remarque : variante du développement sur les nombres de Stirling, qui rentre mieux dans les legons
de probas et la 218 mais pas dans la 190.

4 Chaines de Markov.

4.1 Geénéralités.

[CR16], VII.1-4

~ 6 items.

définition chaines de Markov homogénes | remarque : marche aléatoire sur un graphe | définition
temps d’arrét, tribu Fr | propriété Markov forte | exemple : marche aléatoire sur Z | exemple : DEV

2 : Fibonacci aléatoire D2

Théoréme. Soient (p,) €]0; 1[N et (V,) une suite de variables aléatoire indépendantes telles que
Y, ~ B(pn). On définit la suite de variables aléatoires (U,) par Uy = Uy =1 et Upyo = Upy1 + YUy,

+00
1. Si Y p, = 400, alors U, 22— 400;
n=0 n——+0o0

1
2. Soit f:x— 14 — et (a,) la suite définie par ag = 1 et ayi1 = f(a,). Si (pn) est constante
7

1 ,  t® ‘
égale a p €]0; 1[, alors — In(U,) —2=— Y In(a;)(1 — p)p’.
n

[BB24], 25
Remarque : si on n’a pas le temps, on peut supposer la suite constante dés le début.

4.2 Lois invariantes.

[CR16], VIL4-7

~ 7 items.

définition loi invariante | exemple marche aléatoire sur Z (dans la suite : chaine de Markov a états

finis) | définition communication, chaine irréductible | définition récurrence, cas des chaines finies irré-
ductibles | définition chaine apériodique via les matrices ergodiques | DEV bonus : Perron-Frobenius

| théoréme ergodique cas fini Dbon

Théoréme. Soit P une matrice ergodique (i.e. stochastique et 3k =1, P* > 0). Alors :

1. YA e Spe(P), A <1;



2. 1 est l'unique valeur propre de module 1, elle est de multiplicité 1 ;

3. il existe une unique loi invariante ™ pour P (i.e. vecteur propre a gauche pour la valeur propre
1), ses coordonnées sont strictement positives ;

[Appl3], XXVIL30
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