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1 Suites et séries de fonctions.

1.1 Modes de convergence.

[Gou20], IV.3.1 et [HLO09], I.1-2 (et [Hau07|, XII-XIII pour des contre-exemples)

~ 15 items.

Suivre le Gourdon en mettant des exemples pour illustrer les différents modes de convergence. Ra-
jouter le lemme de Dini et le théoréme de Stone-Weierstrass.

1.2 Propriétés de la fonction limite.

[Gou20], IV.3.2

~ 10 items.

convexité, linéarité stables par limite simple | faux pour la continuité (contre exemple (x — x™),,) |
suivre ensuite le Gourdon pour les théorémes de continuité/dérivabilité

1.3 Application a la construction de fonctions pathologiques.

[Hau07], VIII-IX et [BP12|, XIIIL.3
~ 3 items
Chercher 2 ou 3 fonctions dans le Hauchecorne et 'escalier de Cantor dans le Briane-Pagés.

2 Suites et séries de fonctions holomorphes.

2.1 Séries entiéres.

[Gou20], IV .4

~ 10 items.

deéfinition série entiere | exemple exp | définition rayon de convergence | absolue convergence et
continuité sur le disque de convergence | exemple : exp : C — C* morphisme continu de groupes |
f lisse sur | — R; R[ et f® DSE de méme rayon | exemple de DSE de fonctions usuelles | lemme de
convergence radiale d’Abel | DEV 1 : Hardy-Littlewood

Théoréme (théoréme taubérien d'Hardy-Littlewood). Soit (a,) une suite de réels positifs. Supposons

10 n
que f(x) = > aya™ ~ 1= (donc de rayon de convergence égal & 1). Alors, s, == >, ax ~ n.
n=0 =1 k=0  NT®
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[Tit76], VIL.51

2.2 Théorémes d’holomorphie.

[QQ17]|, 111.4.4, IIL.5, IV.7.4 et V.3.3
~ 5 items.
théoréme de Cauchy local | zéros isolés | théoréme de Weierstrass | théoréme de Hurwitz

2.3 Produits infinis.

[Rud20], XV.1-2

~ 10 items.

produits infinis de fonctions holomorphes | définition des £, les facteurs élémentaires de Weierstrass |
E, a un unique zero simple en 1 | DEV 2 : théoréme d’existence d’une fonction entiére avec des zéros
donnés | corollaire 1 : théoréme de factorisation de Weierstrass | corollaire 2 : M(C) = Frac(#H(C)) |
remarque : le théoréme reste vrai si on se place sur un ouvert quelconque de C

P k
Lemme. Vie| < 1, ¥pe N |1~ By(2)] <& o1 By(z) = (1 - e (£ 2.
k=1

Théoréme. Soit (a,) € CN une suite injective sans point d’accumulation telle que a,, # 0 ¥Yn. Soit

+oo o

m, € (N*)N et notons (z,) la suite ou chaque a,, est répété m, fois. Soit f: z— || E, <—) Alors
n=1 n

f est bien définie, holomorphe sur C et ses zéros sont exactement les a,, d’ordres respectifs m,,.

[Rud20], XV.2

Remarque : si on a du temps on peut également faire la démonstration pour un ouvert quelconque
de C mais ¢a nécessite d’admettre certaines choses sur les fonctions holomorphes sur la sphére de Rie-
mann. On peut également montrer comme corollaires presque immédiats de ce théoréme le théoréme
de factorisation de Weierstrass et le fait que M(C) = Frac(#(C)).
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