Lecgon 226 : Suites vectorielles et réelles définies par une
relation de récurrence u,.1 = f(u,). Exemples. Applications
a la résolution approchée d’équations.
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1 Suites récurrentes dans R et C.

1.1 Généralités.

[Amr19], 1.1

1.2 Etude asymptotique.
[Amr19], 1.5 et [Roulb|, IV.3 D1

Théoréme. 1. Si (u,) est une suite a wvaleurs dans un espace métrique compact et
d(Ups1,u,) — 0, alors adh(u) est conneze;
n—-+00

2. Soit f:[0;1] — [0;1] continue et (u,) € [0;1]N définie par ug € [0;1] et u,i1 = f(uy,). Alors,

(un) converge si et seulement si |up+1 — Uy| — 0
n—-+00

1 n
3. Soit f : [0;1] — [0; 1] continue et (u,) € [0; 1]N définie par ug € [0;1] et upy1 = Tl > flug).
n k=0

Alors, (u,) converge vers un point fize de f.

[IP19], 18

1.3 Récurrences d’ordre n.
[Gou20], IV.1
2 Suites récurrentes dans un espace vectoriel.

2.1 Généralités.
[Gou20], IV.1 et [CP22], 1.3.4 Dbon



Théoréme. Soit P un n-gone du plan complexe que l’on assimilera au n-uplet (z;) € C" des affizes
de ses sommets ordonnés. Pour a,b > 0 tels que a +b = 1, on notera F,,(P) le n-gone (z,) ot
Zzi=az; +bziyy pour 1l <i<n—1 etz =az, + bz.

1. Soit (Py) la suite de n-gones définie par Py = P et Py = Fou(Py). Alors, (Pg) converge vers
I’isobarycentre G de P.

2. Le résultat tient toujours si on a Pyiq = F,_p (Px) avec ag, by, > 0, ag+bx = 1 et Y arby = +0.
k

[CP22], .3.4

2.2 Théoréme de point fixe.
[Roul5|, IV.2

2.3 Recherche d’éléments propres.
[Rom19|, VI.1-2

3 Suites récurrentes en probabilités.

[CR16], VII et [MM22], XV Dbon

Théoréme. Soit P une matrice ergodique (i.e. stochastique et 3k =1, P* > 0). Alors :
1. VA e Spe(P), [N <1;
2. 1 est l'unique valeur propre de module 1, elle est de multiplicité 1;

3. il existe une unique loi invariante ™ pour P (i.e. vecteur propre a gauche pour la valeur propre
1), ses coordonnées sont strictement positives ;

[App13], XXVIL30
D2

Théoréme. Soient (p,) €]0; 1[N et (V,) une suite de variables aléatoire indépendantes telles que
Y, ~ B(p,). On définit la suite de variables aléatoires (U,) par Uy = Uy =1 et Uyyo = Upyq + Y, U,.

n—+0o0

+00
1. 8i > pn = 40, alors U, 2> +o0;
n=0



1
2. Soit f :x— 14 — et (a,) la suite définie par ag = 1 et a1 = f(a,). Si (p,) est constante
7

1 o +00 )
égale o p €]0; 1[, alors — In(U,) —22— 3 In(a;)(1 — p)p’.
n

[BB24], 25
Remarque : si on n’a pas le temps, on peut supposer la suite constante dés le début.
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