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K=R ou C et u “ punqnPN P KN est une suite d’éléments de K.

1 Convergence des suites numériques.

1.1 Notion de limite.

Définition 1. On dit que u est bornée lorsque : DM P R` | @n P N, |un| ď M .

Définition 2. Soit l P K. On dit que u admet l pour limite, et on note lim
nÑ`8

un “ l ou un ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

l

lorsque : @ε ą 0, DN P N | @n ě N, |un ´ l| ă ε.

Exemple 3. p´1qn

n
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0

Théorème 4 (unicité de la limite). pun ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

l1q ^ pun ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

l2q ñ l1 “ l2

Définition 5. On dit que u est convergente si elle admet une (unique) limite. Dans le cas contraire,
on dit qu’elle est divergente.

Remarque 6. Les notions présentées sont des notions asymptotiques : elle ne dépendent pas du
changement d’un nombre fini de termes de la suite.

Proposition 7. convergente ñ bornée.

Contre-exemple 8. pp´1qnqnPN est bornée mais n’est pas convergente.

Proposition 9. Supposons que u et v soient deux suites numériques ayant pour limites respectives
l et l1 P K. Soit λ P C, alors

• un ` λvn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

l ` λl1 ;

• unvn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ll1.

Si de plus l1 ‰ 0, alors vn ‰ 0 APCR et

• un

vn
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

l
l1
.

Définition 10. On dit que u est de Cauchy lorsque : @ε ą 0, DN P N | @n,m ě N, |un ´ um| ă ε.

Proposition 11. convergente ñ de Cauchy ñ bornée

Théorème 12 (Complétude de K, admis). La réciproque de la première implication est vraie.
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1.2 Cas des suites réelles.

Ici, u est une suite à valeurs réelles.

Proposition 13. Soit v une autre suite réelle. Si u et v convergent respectivement vers l et l1 et
@n P N, un ď vn, alors : l ď l1.

Proposition 14. Si v et w sont deux suites réelles ayant une même limite l et si @n P N, vn ď un ď

wn, alors : un ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

l.

Définition 15. On dit que u tend vers `8 (resp. ´8) lorsque :
@A P R`, DN P N | @n ě N, un ě A (resp. un ď ´A). On note alors lim

nÑ`8
un “ `8 (resp. ´8) ou

un ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

`8 (resp. ´8).

Définition 16. On note R “ R Y t˘8u la droite réelle achevée. On munit R des opérations et de
l’ordre usuels. On peut alors étendre la notion de convergence aux suites à valeurs dans R.

Définition 17. On suppose ici que u est à valeurs dans R. On dit que u est croissante (resp.
décroissante) lorsque : @n P N : un`1 ě un (resp. un`1 ď un). Dans les deux cas, on dit que u est
monotone.

Proposition 18. Toute suite monotone dans R converge dans R (possiblement vers ˘8).

Proposition 19 (Suites adjacentes). Soient u et v deux suites dans R avec u croissante et v décrois-
sante. On suppose que u et v prennent uniquement des valeurs réelles APCR et que |un´vn| ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
0.

Alors, u et v convergent vers une même limite.

Exemple 20. On se replace dans le cas où u est à valeurs réelles :

•
ˆ

sup
kěn

uk

˙

nPN

est une suite décroissante dans R ;

•
ˆ

inf
kěn

uk

˙

nPN

est une suite croissante dans R.

Définition 21. Les limites des deux suites précédentes sont respectivement appelées limite supé-
rieure et limite inférieure de u. On les note lim sup

nÑ`8

un et lim inf
nÑ8

un.

Proposition 22. lim inf
nÑ`8

un ď lim sup
nÑ`8

un.

Proposition 23. u converge (dans R) ô ´8 ă lim inf
nÑ`8

un “ lim sup
nÑ`8

un ă `8.

1.3 Comparaison de suites.

On se replace dans le cas général où K “ R ou C.

Définition 24. Soient u et v deux suites numériques. On dit que u est dominée par v, et on note
un “ Opvnq, lorsque : DA P R`, DN P N | @n ě N, |un| ď A|vn|. On dit également que u est négligeable
devant v, et on note un “ opvnq, lorsque : @ε ą 0, DN P N | @n ě N, |un| ď ε|vn|.

Exemple 25. un “ Op1q ô u est bornée ; un “ op1q ô un ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

Proposition 26. Soient u et v deux suites numériques, alors :
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• u dominée par v ô il existe α P KN bornée tq un “ αnvn APCR.

• u négligeable devant v ô il existe α P KN tq αn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0 et un “ αnvn APCR.

Proposition/Définition 27. Soient u et v deux suites numériques. On dit qu’elles sont équiva-
lentes lorsque u ´ v est négligeable devant v. Dans ce cas, u ´ v est également négligeable devant
u.

Proposition 28. Soient u et v deux suites numériques. Alors u et v sont équivalentes ô il existe
α P KN tq αn ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
1 et un “ αnvn APCR.

2 Valeurs d’adhérence et critère de Weyl.

2.1 Valeurs d’adhérence.

Définition 29. On appelle sous-suite ou suite extraite de u toute suite de la forme puφpnqq où
φ est une application strictement croissante de N dans N (une telle application est appelée une
extractrice).

Proposition 30. Si u ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

l P K, alors toute suite extraite de u converge vers l.

Remarque 31. On utilise principalement la contraposée pour montrer que certaines suites sont
divergentes.

Définition 32. On appelle valeur d’adhérence de u tout élément de K qui est limite d’une suite
extraite de u. On note adhpuq l’ensemble de ces valeurs.

Proposition 33. ASSE :

(i) l est une valeur d’adhérence de u ;

(ii) @ε ą 0, @N P N, Dn ě N | |un ´ l| ă ε ;

(iii) @ε ą 0,#tn P N, |un ´ l| ă εu “ `8.

Proposition 34. Si u est à valeurs réelles, lim sup
nÑ`8

un et lim inf
nÑ`8

un sont respectivement la borne

supérieure et la borne inférieure de adhpuq. Ces deux valeurs sont elles-mêmes des limites de suites
extraites de u.

Proposition 35. Si u est à valeurs réelles, alors on peut extraire une sous-suite puφpnqq monotone.

Théorème 36 (Bolzano-Weierstrass). u bornée ñ u admet au moins une valeur d’adhérence.

Corollaire 37. u converge ô u bornée et u a une unique valeur d’adhérence.

Contre-exemple 38. u définie par u2n “ 0 et u2n`1 “ n n’a qu’une seule valeur d’adhérence mais
ne converge pas.

Proposition 39. adhpuq est fermé dans K. En particulier, si u est bornée, adhpuq est compact.
D1

Théorème 40. Si u bornée et un`1 ´ un ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0, alors adhpuq est un connexe de K.

Si f : r0; 1s Ñ r0; 1s est continue et u est définie par u0 P r0; 1s et un`1 “ un, alors :
u converge ô un`1 ´ un ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
0.

Application 41. Pour α ą 0, il n’existe pas de fonction f : r0; 1s Ñ r0; 1s continue telle que
@n P N, cospα

?
n ` 1q “ fpcospα

?
nqq.
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2.2 Critère de Weyl.

Ici, on suppose u P RN.

Définition 42. Supposons u à valeurs dans r0; 1r. On dit que u est équirépartie lorsque : @0 ď a ă

b ď 1, Xnpu, ra; brq
def
“

#tu0;...;unuXra;br

n`1
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

b ´ a.

Définition 43. On pose tuu “ ptunuq la suite des parties fractionnaires des un. On dit que u est
équirépartie modulo 1 lorsque tuu est équirépartie.

D2

Théorème 44 (Critère de Weyl). ASSE :

(i) u équirépartie modulo 1 ;

(ii) @f P C0pR,Rq 1-périodique, lim
NÑ`8

1
N`1

N
ř

n“0

fpunq “
ş1

0
fptqdt ;

(iii) @k ‰ 0, lim
NÑ`8

1
N`1

N
ř

n“0

e2iπkun “ 0.

Exemple 45. Si γ P R, pγnq équirépartie modulo 1 ô γ R Q.

3 Séries numériques.

3.1 Convergence d’une série.

Définition 46. La suite pSnq définie par Sn “ u0 ` . . . ` un est appelée série de terme général
un, on la note

ř

un. Sn est appelée somme partielle d’ordre n de la série
ř

un.

Proposition 47. un “ Sn ´ Sn´1 avec la convention S´1 “ 0.

Définition 48. On dit que
ř

un converge lorsque la suite pSnq converge dans K, en quel cas on

note
`8
ř

n“0

un sa limite et on l’appelle la somme de
ř

un. Dans le cas contraire on dit qu’elle diverge.

Exemple 49. •
ř

2´n converge et sa somme vaut 2 ;

•
ř

1
n

diverge.

Définition 50. Si
ř

un converge et sa somme vaut S, on note Rn “ S ´ Sn “
`8
ř

k“n`1

uk le reste

d’ordre n de la série
ř

un.

Remarque 51. Rn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0

Proposition 52. On ne change pas la nature de
ř

un en changeant un nombre fini des un.
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3.2 Séries à termes positifs.

On considère v une suite de réels positifs.

Proposition 53. Soit
ř

vn converge, soit
ř

vn diverge vers `8, en quel cas on notera
`8
ř

n“0

un “ `8.

Proposition 54. Si u est également positive, alors u ď v ñ
`8
ř

n“0

un ď
`8
ř

n“0

vn dans R`.

Proposition 55.
`8
ř

n“0

|un| ă 8 ñ
ř

un converge.

Théorème 56. Si un “ opvnq alors :

•
ř

vn diverge ñ
n
ř

k“0

uk “ o

ˆ

n
ř

k“0

vk

˙

;

•
ř

vn converge ñ
ř

un converge et
`8
ř

k“n`1

uk “ o

ˆ

`8
ř

k“n`1

un

˙

.

Corollaire 57 (Lemme de Cesàro). un ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

l P K ñ 1
n`1

n
ř

k“0

uk ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

l

Application 58. Si u à valeurs strictement positives et un`1

un
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

l Ps0;`8r, alors n
?
un ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
l.
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