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1 Formules de Taylor.

1.1 En dimension 1.

[Gou20], II.1
„ 5-10 items.
Théorème de Rolle, conséquence : Taylor Lagrange exact. Insister sur le fait que ça marche que pour
des fonctions à valeurs dans R (contre ex : t ÞÑ eit). Applications : encadrement de fonctions par les

dev limités, par ex x ´
x2

2
ď lnp1 ` xq ď x ´

x2

2
`

x3

3
.

1.2 En dimension supérieure.

[Ave97], II.1 et IV.3
„ 5-10 items.
Inégalité de la moyenne, inégalité de Taylor Lagrange, reste intégral. Quelques applications, par ex
fonction de différentielle nulle sur un connexe est constante.

1.3 Développements limités.

[Gou20], II.2
„ 5 items.
Rappeler la définition d’un dev limité si on veut puis donner Taylor Young avec les exemples de dl de
fonctions usuelles. DEV 1 en application. (On peut aussi inclure cette sous-partie dans la précédente
sans rappeler la def d’un dl, et en vrai c’est mieux imo.)

2 Applications à l’analyse réelle.

2.1 Développement en séries entières.

[Gou20], IV.4
„ 5 items.
Rappeler rapidement la définition d’un DSE et essayer de voir comment on peut en obtenir un via
les formules de Taylor (c’est vite fait expliqué dans le Gourdon). Donner les mêmes exemples que
dans la partie précédente en mode DSE (sauf tan).

2.2 Méthode de Newton.

[Rou15], IV.2 et IV.3.49
„ 2 items.
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Rappeler le théorème de point fixe de Banach-Picard si on veut puis théorème de la méthode de
Newton. Peut-être donner un exemple concret simple si on a le temps.

2.3 Majoration d’une erreur d’approximation.

[Dem16], II.1 et II.2
„ 10 items.
Formule qui donne la distance uniforme entre f et son polynôme interpolateur en fonction de la
régularité de f et de la norme d’un polynôme πn`1 qui dépend de la répartition des points sur le
segment (formule qui découle de Taylor Lagrange). On peut ensuite s’intéresser à la valeur asymp-
totique de }πn`1}8 pour différents choix de points : quelconques, équidistants, Tchebychev. Donner

aussi le théorème de convergence qui découle de la formule pour une fonction DSE autour de
a ` b

2
et |b ´ a| assez petit + contre exemple si |b ´ a| trop grand : phénomène de Runge.

3 Applications à d’autres domaines.

3.1 À la géométrie différentielle.

[Rou15], VII.2 et [Laf10], I.5.4
„ 5 items.
Donner les conditions du premier et second ordre pour avoir un extrema d’une fonction f : U Ă̋

Rn Ñ R C2. Résultat plus précis au voisinage d’un point critique non dégénéré : DEV 2 (Dessins dans
le lafontaine). D1

Théorème (Lemme de Morse). Soit f : U Ñ R de classe C3 avec U Ă̋ Rn contenant 0. Supposons que
0 est un point critique non dégénéré de f et signpD2fp0qq “ pp, n´pq. Alors, Dφ un difféomorphisme
entre deux voisinages de l’origine dans Rn tel que φp0q “ 0 et fpxq´fp0q “ u2

1`. . .`u2
p´u2

p`1´. . .´u2
n

où u “ φpxq.

[Rou15], V.5.66 et VI.3.144

3.2 Aux probabilités.

[GK11], XI.1-3
„ 5-10 items.
Définition de convergence en loi, exemple simple (Bpn, pnq

L
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Ppλq si npn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

λ). Critères

équivalents : cvs de la fonction de répartition sur les points de continuité, théorème de Lévy (+
Portmanteau si on veut). TCL avec rq pour son utilisation pour des intervalles de confiance asymp-
totiques. Finir par le dev 2. On peut aussi parler de séries génératrices dans cette sous-partie. D2

Théorème. On pose Xn :“ XpX ´ 1q . . . pX ´n` 1q et Xn :“ XpX ` 1q . . . pX `n´ 1q. On définit
spn, kq et Spn, kq les nombres de Stirling de première et deuxième espèce respectivement par :

Xn “
n
ř

k“0

spn, kqXk et Xn “
n
ř

k“0

Spn, kqXk (pX0, . . . , Xnq est une base de RrXs). On remarque que

Xn “
n
ř

k“0

|spn, kq|Xk. Les |spn, kq| sont les nombres de Stirling de première espèce non signés.
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1. Soit Σn une variable aléatoire uniforme sur Sn et Cn le nombre de cycles à supports disjoints

dans la décomposition de Σn. Alors, PpCn “ kq “
|spn, kq|

n!
. En particulier, ErCns “ Hn “

n
ř

k“1

1

k

et
Cn ´ lnpnq

a

lnpnq

L
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

N p0, 1q.

2. Spn, kq est le nombre de façons de partitionner rr1;nss en k sous ensembles. En particulier,
n
ř

k“0

Spn, kq “ Bn où Bn est le n-ème nombre de Bell, comptant le nombre de façons de

partitionner rr1;nss.

[Gou21], VI.4.7
Remarque : développement beaucoup trop long, bien penser à choisir ce qu’on va dire selon la leçon.
Remarque pour cette leçon : dans cette leçon, ne pas faire le point 2 mais plutôt le genre de
TCL.
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