Lecon 214 : Théoréme d’inversion locale, théoreme des
fonctions implicites. Illustrations en analyse et en géométrie.
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1 Inversion d’applications différentiables.

1.1 Notion de difféomorphisme.

[Ave97], TIL1
~ 10 items.
définitions et exemple (suivre le Avez), rajouter définition difféomorphisme local.

1.2 Théoréme d’inversion locale.

[Ave97], TI1.2-4 et [Roulb]|, V.2

~ 10 items.

énoncé du théoréme (local et global), dans le Avez pour la version générale sur un Banach et plutot
dans le Rouviére pour les énoncés en dimension finie. Rajouter des exemples/contre-exemples des 2
livres (prendre dans les exemples du Rouviére).

Théoréme. 1. VAe GL,(C), A € exp(C[A]). En particulier, exp : M,(C) — GL,(C) est surjec-
tive ;
2. exp(M,(R)) = GL,(R)?.
IP19], 63 et [Zav13], IIL.9

Théoréme (Brouwer). Toute application C* de la boule unité fermée de R™ dans elle-méme admet
un point fixe.

[GT98|, 11.5 et 7
Remarque : si on a le temps, expliquer comment on généralise ce théoréme au cas d’une application
seulement continue.

1.3 Théoréme des fonctions implicites.

[Ave97], TIL.5 et [Roulb|, V.3
~ 10 items.
pareil que dans la sous-section précédente.
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2 Etude locale d’applications différentiables.

2.1 Systéme de coordonnées locales.

[Ave97], VIII.1
~ 5-10 items.
suivre le Avez en organisant en items.

2.2 Formes normales.

[Ave97]|, VIII.2 et VIIL3, [Roulb|, VI.2 et [Lafl0], 1.5.4
~ 10 items.
pareil et Rouviére pour le lemme de Morse (exo 114) (dessins dans le Lafontaine).

Théoréme (Lemme de Morse). Soit f : U — R de classe C* avec U < R™ contenant 0. Supposons que
0 est un point critique non dégénéré de f et sign(D?f(0)) = (p,n—p). Alors, I un difféomorphisme
entre deuz voisinages de Uorigine dans R™ tel que p(0) = 0 et f(x)—f(0) = uf+.. . +ui—ul,  —...—u}
ot u = @(x).

[Roul5|, V.5.66 et VI.3.144
Remarque pour cette lecon : bien détailler les moments ol on utilise le théoréme d’inversion
locale, quitte a aller plus vite aux autres endroits.

3 Sous-variétés de R".

3.1 Caractérisations et premiers exemples.

[Ave97], IX.1 et [Roul5|, V.4
~ 10 items.
suivre le Rouviére ou le Avez, peu importe et mettre plein d’exemples.

3.2 Espaces tangents.
[Ave97], IX.2 et [Roul5|, V.4

~ 5 items.
pareil mais suivre plutot le Avez pour les théorémes/définitions.

3.3 Théoréme des extrema liés.

[Ave97], X.1 et [Roul5|, VIL.2

~ 9 1tems.

idem, penser & donner 'interprétation "le gradient est orthogonal a ’espace tangent" pour une bonne
interprétation géométrique et aussi & donner la condition du premier ordre pour une application
différentiable sur un ouvert.

3.4 Applications différentiables sur une sous-variété.
[Ave97]; IX.3

~ b items.
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suivre le Avez avec des exemples.
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