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1 Espaces de Hilbert.

1.1 Généralités.

[Li13], II.1

1.2 Théorème de projection, conséquences.

[Li13], II.2

1.3 Bases hilbertiennes.

[Li13], II.3 D1

Théorème. Soit B2pDq :“ HpDq X L2pDq l’espace de Bergman du disque unité où D est le disque
unité ouvert de C. On munit B2pDq du produit scalaire induit par celui de L2pDq et on note en : z ÞÑ
c

n ` 1

π
zn P B2pDq. Alors,

1. B2pDq est un espace de Hilbert ;

2. penqnPN est une base hilbertienne de B2pDq ;

3. On pose K : D2 Ñ C

pz, wq ÞÑ
1

πp1 ´ zw̄q2

, on a alors : @f P B2pDq, f “
ş

D fpwqKp., wqdw (où

dw est la mesure de Lebesgue sur D).

[BB24], 17

2 Applications.

2.1 Séries de Fourier.

[Amr08], IV.1-6

1



2.2 Transformée de Fourier.

[Amr08], III.2 D2

Définition. On note w : x ÞÑ e´x2 et L2
w :“ tf P L0pRq,

ş

R |fpxq|2wpxqdx ă `8u, qui est un
Hilbert pour le produit scalaire xf, gyw :“

ş

R fpxqgpxqwpxqdx. Pour n P N, on note Hn : x ÞÑ

p´1qnex
2
Dnpe´x2

q où D “
d

dx
. On a Hn P RnrXs. On note également hn : x ÞÑ e´x2

Hnpxq.

Théorème. 1. @n P N, Hn`1 “ p2x ´ DqHn et @n P N˚, DHn “ 2nHn´1 ;

2. pHnqně0 est une famille orthogonale totale de L2
w et }Hn}2w “ 2nn!

?
π ;

3. phnqně0 est une famille orthogonale totale de L2pRq ;

4. @n P N, p´D2 ` x2qhn “ p2n ` 1qhn ;

5. @n P N, Fphnq “ p´iqn
?
2πhn.

[Amr08], V.15 et V.35
Remarque : en tant que tel le développement est beaucoup trop long, il faut présenter uniquement
2-3 items.

2.3 Minimisation de fonctionnelles.

[HL09], 0.4 et [IP19], 53 Dbonus

Théorème. Soit H un espace de Hilbert et J : H Ñ R une fonction convexe continue et coercive.
Alors, J admet un minimum sur H.

[IP19], 53
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