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1 Approximation par des polynômes.

1.1 Interpolation.

[Dem16], II.1 et II.2
Ici, a ă b sont deux réels fixés, x0, . . . , xn des points distincts de ra; bs et f P Cpra; bsq fixée.

Proposition/Définition 1. Il existe une unique famille pL0, . . . , Lnq de polynômes de RnrXs telle
que @i P rr0;nss, Lipxjq “ δij (où δ est le symbole de Kronecker). Ils sont donnés par la formule
Li “

ś

j‰i

X´xj

xi´xj
. On les appelle les polynômes interpolateurs de Lagrange associés à la famille

px0, . . . , xnq.

Le polynôme pn “
n
ř

i“0

fpxiqLi est l’unique polynôme de RnrXs vérifiant P pxiq “ fpxiq pour tout

i P rr0;nss. On l’appelle polynôme interpolateur (de Lagrange) de f en les xi.

Dans la suite, pn désignera systématiquement le polynôme interpolateur de f en les xi.

Exemple 2. Si f “ exp et x0, x1, x2 “ ´1, 0, 1, alors p2 “ e´1 XpX´1q

p´1qp´2q
` 1 pX`1qpX´1q

1p´1q
` e pX`1qX

2.1
“

pchp1q ´ 1qX2 ` shp1qX ´ 1.

Proposition 3. Supposons que f soit dérivable n` 1 fois sur ra; bs. Alors, @x P ra; bs, Dξx Psa; br tel

que fpxq ´ pnpxq “
1

pn ` 1q!
πn`1pxqf pn`1qpξxq où πn`1 –

n
ś

i“0

pX ´ xiq.

Corollaire 4. }f ´ pn}8 ď
1

pn ` 1q!
}πn`1}8}f pn`1q}8.

Remarque 5. Si les xi sont équidistants d’un pas h “ b´a
n

, alors }πn`1}8 est de l’ordre de hn`1n! “

n!

nn`1
pb ´ aqn`1 „

nÑ8
e

c

2π

n

ˆ

b ´ a

e

˙n`1

.

Définition 6. Les points d’interpolation de Tchebychev d’ordre n de l’intervalle ra; bs sont les
points xi “ a`b

2
` b´a

2
cosp 2i`1

2n`2
πq, 0 ď i ď n.

‚
a ` b

2

s

a

r

b

p

x0

p

x1

p

x2

p

x3

p

x4

p

x5

p

x6

p

x7

n “ 7
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Remarque 7. cosp 2i`1
2n`2

πq, 0 ď i ď n sont exactement les racines du n ` 1-ième polynôme de
Tchebychev Tn`1 défini par Tn`1pcos θq “ cospn ` 1qθ.

Proposition 8. Pour les points d’interpolation de Tchebychev, on a }πn`1}8 “ 2

ˆ

b ´ a

4

˙n`1

.

Théorème 9. Supposons que f se développe en série entière au voisinage de a`b
2

avec un rayon de
convergence R ą p 1

λ
` 1

2
qpb´ aq (où λ “ 1 si les xi sont quelconques, λ “ e si les xi sont équidistants

et λ “ 4 si les xi sont les points de Tchebychev). Alors, }f ´ pn}8 ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

Contre-exemple 10 (phénomène de Runge). Soit α ą 0 un paramètre et f : x ÞÑ 1
x2`α2 qui se

développe en série entière au voisinage de 0 avec un rayon de convergence α. Alors, pour des points
répartis uniformément et pour α assez petit (α ă α0 » 0, 526), la suite de polynômes pn ne converge
pas uniformément vers f .

1.2 Approximation uniforme.

[HL09], I.1 et I.2 (la première partie sur le polynôme de meilleure approximation est faite dans
[Dem16], II.3, mais d’une autre manière)

Remarque 11. RnrXs se réalise comme un sous-espace de dimension finie de l’espace vectoriel
normé pCpra; bsq, }.}8q, donc la distance uniforme d’une fonction f P Cpra; bsq à RnrXs est atteinte
en au moins un P P RnrXs. À quelle condition est-elle atteinte en un unique polynôme ?

D1

Théorème 12 (Haar). Soit F un sev de Cpra; bsq de dimension finie n P N˚. Alors, ASSE :

1. @f P Cpra; bsq, D!q P F tq }f ´ q}8 “ dpf, F q ;

2. @q P F , si q s’annule en n points distincts, alors q “ 0.

[GT96], II.IV.12 et [Che82], III.5

Exemple 13. Considérons F “ R.id Ď Cpr´1; 1sq et f P Cpr´1; 1sq définie par fpxq “ 1`x si x ď 0
et fpxq “ 1 ´ x si x ě 0. Alors, pour tout λ P r´1; 1s, on a }f ´ λ.id}8 “ 1 “ dpf, F q (dessin en
annexe).

Corollaire 14. @f P Cpra; bsq, D!qn P RnrXs tq }f ´ qn}8 “ dpf,RnrXsq.

Définition 15. qn est appelé le polynôme de meilleure approximation uniforme à l’ordre n.

On se demande maintenant si }f ´ qn}8 ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0, i.e. si RrXs est dense dans Cpra; bsq.

Lemme 16 (Dini). Soient X un espace métrique compact et pfnq une suite croissante (i.e. fn ď fn`1)
de fonctions de CpXq à valeurs réelles. Supposons que pfnq converge simplement vers f P CpXq. Alors,
pfnq converge uniformément vers f .

Exemple 17 (important). Soit pPnq la suite de polynôme définie par récurrence par P0 “ 0 et
Pn`1 “ Pn ` 1

2
pX2 ´ P 2

nq. Alors, vus comme des fonctions continues sur r´1; 1s, les Pn convergent
simplement de manière croissante vers x ÞÑ |x|. Par le théorème de Dini, on en déduit que x ÞÑ |x|

est limite uniforme de Polynômes sur r´1; 1s.
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Définition 18. Soit X un espace métrique compact. On notera CR
pXq et CC

pXq les algèbres de
fonctions continues de X dans R et C respectivement.
Si H est une partie de CR

pXq ou CC
pXq, on dira qu’elle est séparante lorsque : @x ‰ y P X, Dh P H

tq hpxq ‰ hpyq.

Théorème 19 (Stone-Weierstrass, cas réel). Toute sous-algèbre H de CR
pXq séparante et contenant

les fonctions constantes est dense dans CR
pXq (pour la norme uniforme).

Exemple 20. L’ensemble des fonctions lipschitziennes de X dans R est dense dans CR
pXq.

Corollaire 21. Si X est un compact de Rd, alors l’ensemble des fonctions polynomiales en les
coordonnées est dense dans CR

pXq.

Remarque 22. Le cas d “ 1 est connu sous le nom de théorème de Weierstrass.
D2

Théorème 23 (théorème taubérien d’Hardy-Littlewood). Soit panq une suite de réels positifs. Suppo-

sons que fpxq –
`8
ř

n“0

anx
n „

xÑ1

1
1´x

(donc de rayon de convergence égal à 1). Alors, sn –
n
ř

k“0

ak „

nÑ8
n.

[Tit76], VII.51

Théorème 24 (Stone-Weierstrass, cas complexe). Toute sous-algèbre H de CC
pXq séparante, stable

par conjugaison et contenant les fonctions constantes est dense dans CC
pXq.

Contre-exemple 25. Soit R ą 0. Alors, z ÞÑ z̄ n’est pas limite uniforme d’éléments de CrT s sur
Dp0, Rq (car elle serait en particulier limite uniforme sur tout compact de fonctions holomorphes et
donc elle même holomorphe, ce qui n’est pas).

Corollaire 26. Les polynômes trigonométriques sont denses dans CC
2π.

2 Approximation de fonctions Lp par des fonctions régulières.
On munit Rd de la tribu borélienne et on note λ la mesure de Lebesgue sur Rd.

2.1 Approximation par des fonctions continues à support compact.

[Rud20], II.6 et III.3
On note CcpRdq l’ensemble des fonctions continues à support compact de Rd dans C.

Théorème 27 (Lusin). Soit f : Rd Ñ C une fonction mesurable telle que f soit nulle en dehors
d’un borélien A de mesure λpAq ă `8. Alors, pour tout ε ą 0, il existe g P CcpRdq telle que
λptx, fpxq ‰ gpxquq ă ε et }g}8 ď }f}8.

Corollaire 28. Pour 1 ď p ă `8, CcpRdq est dense dans LppRdq.

Contre-exemple 29. @g P CcpRdq, }1 ´ g}8 ě 1 donc CcpRdq n’est pas dense dans L8pRdq.

Remarque 30. Pour 1 ď p ă `8, LppRdq est donc le complété de CcpRdq pour la norme }.}p (grâce
au théorème de Riesz-Fischer). Le complété de CcpRdq pour la norme }.}8 et l’espace C0pRdq des
fonctions continues qui s’annulent à l’infini.
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2.2 Produit de convolution.

[HL09], IV.3

Définition 31. Pour a P Rd et f : Rd Ñ C, on note τapfq : x ÞÑ fpx ´ aq.

Proposition 32. Pour 1 ď p ď `8, pτaqaPRd est un groupe commutatif d’isométries de LppRdq. Pour
1 ď p ă `8 et f P LppRqd, l’application Rd Ñ LppRdq, a ÞÑ τapfq est uniformément continue.

Définition 33. Soient f, g : Rd Ñ C deux fonctions boréliennes. On dit que f et g sont convolables
lorsque pour presque tout x P Rd, y ÞÑ fpx ´ yqgpyq est intégrable. On note alors f ˚ g : x ÞÑ
ş

Rd fpx ´ yqgpyqdy le produit de convolution de f et g.

Remarque 34. f et g sont convolables ssi g et f le sont et on a f ˚ g “ g ˚ f .

Proposition 35. Soient f et g deux fonctions boréliennes convolables. On suppose que f et g sont
nulles en dehors d’ensembles fermés F et G respectivement. Alors f ˚g est nulle en dehors de F ` G.
En particulier, si F et G sont compacts (i.e. f et g sont à supports compacts), alors f ˚ g est aussi
à support compact et de support inclus dans F ` G.

Contre-exemple 36. 1r0;1s est à support compact mais 1 ˚ 1r0;1s “ 1 n’est pas à support compact.

Théorème 37 (Inégalité de Young). Soient p, q P r1;`8s tq 1
p

` 1
q

ě 1 et f P Lp, g P Lq. Alors
f et g sont convolables. De plus, si on pose r P r1;`8s tq 1

p
` 1

q
“ 1 ` 1

r
, alors f ˚ g P Lr et

}f ˚ g}r ď }f}p}g}q.

Proposition 38. Si 1
p

` 1
q

“ 1, alors f ˚ g est uniformément continue. Si de plus 1 ă p ă `8, alors
f ˚ gpxq ÝÝÝÝÝÑ

|x|Ñ`8
0.

Théorème 39. pL1,`, ˚, }.}1q est une algèbre de Banach commutative non unitaire.

Remarque 40. En particulier, ˚ est associatif sur L1, ce qui n’est plus vrai pour des fonctions plus
générales.

Contre-exemple 41. En posant f “ 1R`
, g “ 1r´1;0s ´ 1s0;1s et h “ 1R, on a pf ˚ gq ˚ h “ 1 et

f ˚ pg ˚ hq “ 0.

2.3 Approximation par des fonctions lisses.

[HL09], IV.3 et [Li13], III.1.5

Définition 42. On appelle approximation de l’unité tout suite pρnq P pL1qN vérifiant :

1. @n P N, ρn ě 0 ;

2. @n P N,
ş

Rd ρn “ 1 ;

3. @ε ą 0,
ş

t|x|ąεu
ρn ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
0.

Exemple 43. Si ρ est une fonction positive intégrable d’intégrale 1 quelconque, alors ρn : x ÞÑ

ndρpnxq définit une approximation de l’unité.

Remarque 44. C’est ce qui va remplacer notre unité manquante dans l’algèbre L1.

Théorème 45. Soit pρnq une approximation de l’unité, p P r1;`8r et f P Lp. Alors, @n P N, }f ˚

ρn}p ď }f}p et f ˚ ρn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

f dans Lp.

Lemme 46. Dρ P C8
c pRdq telle que ρ ě 0 et

ş

Rd ρ “ 1.

Théorème 47. Soit φ P Ck
c pRdq et f P Lp pour 1 ď p ă `8. Alors f ˚ φ P CkpRdq et, pour tout

k1 ` . . . ` kd “: l ď k, on a : Bl

B
k1
x1

...B
kd
xd

pf ˚ φq “ f ˚ p Bl

B
k1
x1

...B
kd
xd

φq.

Corollaire 48. Pour 1 ď p ă `8, C8
c pRdq est dense dans Lp.
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3 Séries de Fourier.

3.1 Définitions.

[Amr08], IV.2 à IV.4.

Définition 49. On note C2π l’ensemble des fonctions continues de R dans C qui sont 2π-périodiques.
On note également Lp

2π l’ensemble des (classes de) fonctions mesurables de R dans C qui sont presque
partout 2π-périodiques et qui vérifie

ş2π

0
|f |p ă `8. On munit Lp

2π de la norme }f}p – p 1
2π

ş2π

0
|f |pq1{p.

Remarque 50. L2
2π est un Hilbert pour le produit scalaire xf, gy – 1

2π

ş2π

0
fpxqgpxqdx.

Théorème 51. penqnPZ est une base hilbertienne de L2
2π où pen : x ÞÑ einxq P C2π.

Définition 52. Pour f P L1
2π et n P Z, on note cnpfq – 1

2π

ş2π

0
fpxqe´inxdx le n-ième coefficient

de Fourier. On note également SNpfq –
N
ř

n“´N

cnpfqen et σNpfq – 1
N

N´1
ř

j“0

Sjpfq.

Remarque 53. Si f P L2
2π, on a cnpfq “ xf, eny. Par exemple, si P “

N
ř

n“´N

anen est un polynôme

trigonométrique, on a cnpP q “ an si |n| ď N et 0 sinon.

Définition 54. Pour f, g P L1
2π, on note quand il existe f ˚ gpxq – 1

2π

ş2π

0
fpt ´ xqgptqdt le produit

de convolution de f et g au point x.

Remarque 55. Les propriétés de la convolution sur Rd restent valables, en particulier, f ˚ gpxq est
défini presque partout.

Proposition 56. γ : pL1
2π,`, ˚, }.}1q Ñ pc0pZq,`, ., }.}8q

f ÞÑ pcnpfqqnPZ

est un morphisme continu d’algèbres

de norme d’opérateur 1 où c0pZq – tpanq P CZ, |an| ÝÝÝÝÝÑ
|n|Ñ`8

0u.

3.2 Résultats de convergence.

[Amr08], IV.4 à IV.6.

Proposition 57. L2
2π Ñ l2pZq

f ÞÑ pcnpfqqnPZ

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. De plus, pour

f P L2
2π, on a f “

`8
ř

n“´8

cnpfqen dans L2
2π.

Définition 58 (Noyaux trigonométriques). DN –
N
ř

n“´N

en est le noyau de Dirichlet d’ordre N .

KN – 1
N

N´1
ř

j“0

Dj est le noyau de Féjer d’ordre N .

Proposition 59. 1. DN est le prolongement par continuité de x ÞÑ
sinpN ` 1

2
qx

sinpx{2q
;

2. KN est le prolongement par continuité de x ÞÑ
1

N

ˆ

sinpNx{2q

sinpx{2q

˙2

3. Pour f P L1
2π, SNpfq “ f ˚ DN et σNpfq “ f ˚ KN ;
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4. pKNqNě1 est une approximation de l’unité.

Théorème 60 (Féjer). Soit f P C2π (resp. Lp
2π). Alors }σNpfq}8 ď }f}8 et pσNpfqq converge vers f

pour la norme uniforme (resp. pour la norme }.}p).

Corollaire 61. Si f, g P C2π vérifient cnpfq “ cnpgq @n P Z, alors f “ g. Si f, g P L1
2π, alors ce n’est

vrai que presque partout. En particulier, γ est injective.

Théorème 62. Si f P C2π et pSNpfqq converge simplement, alors fpxq “
`8
ř

n“´8

cnpfqenpxq pour tout

x P R.

Théorème 63. Si f P C2π X C1
pm, alors pSNpfqq converge normalement et f “

`8
ř

n“´8

cnpfqen.

Théorème 64 (Dirichlet). Soit f P L1
2π et x P R. On suppose que f possède des limites à gauche et

à droite et des dérivées à gauche et à droite en x. Alors, SNpfqpxq ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

fpx´q ` fpx`q

2
.

Dbonus

Théorème 65. On note W :“ tf P L1
2πpR,Cq, }f}W :“

ř

nPZ
|cnpfq| ă `8u.

1. W Ď C0
2π et @f P W, f “

ř

nPZ
cnpfqen ;

2. pW,`, .,ˆ, }.}W q est une algèbre de Banach et θ : W Ñ l1pZq

f ÞÑ pcnpfqq

est un isomorphisme iso-

métrique d’algèbres de Banach (la loi de multiplication sur l1pZq est la convolution donnée par
pa ˚ bqn “

ř

mPZ
ambn´m) ;

3. @f P W, }f ´ SNpfq}W ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

0 où SNpfq “
N
ř

n“´N

cnpfqen ;

4. Les inclusions pC1
2π, }.}C1q ãÑ pW, }.}W q ãÑ pC0

2π, }.}8q sont continues ;

5. (Théorème de Wiener) Soit f P W ne s’annulant pas. Alors
1

f
P w (i.e. W est une sous-

algèbre lisse de C0
2π).

[Can09], VI.4 (pas tout)
Remarque pour cette leçon : Dans cette leçon, mettre uniquement les points 1, 3 et 5.
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