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1 Approximation par des polyndémes.

1.1 Interpolation.

[Dem16], I1.1 et 11.2
Ici, a < b sont deux réels fixés, xy, ..., z, des points distincts de [a;b] et f € C([a;b]) fixée.

Proposition/Définition 1. [l existe une unique famille (Ly,. .., L,) de polynomes de R,[X] telle
que Yi € [[0;n]l, Li(z;) = d;; (ot 0 est le symbole de Kronecker). Ils sont donnés par la formule
Li =1] X_:m?. On les appelle les polyndomes interpolateurs de Lagrange associés a la famille

(.’13'0, ce ,.CEn).

Le polynome p, = >, f(x;)L; est l'unique polynome de R,[X]| vérifiant P(x;) = f(x;) pour tout
i=0

i € [0;n]. On Uappelle polynéme interpolateur (de Lagrange) de f en les x;.

Dans la suite, p,, désignera systématiquement le polynome interpolateur de f en les z;.

Exemple 2. Si f = exp et xg, 21,29 = —1,0,1, alors py = ¢! ()i(l))((_—12)) + I(Xit)_(ﬁ_l) + e(X;)X =

(ch(1) — 1)X2 + sh(1)X — 1.

Proposition 3. Supposons que f soit dérivable n+ 1 fois sur [a;b]. Alors, Yx € [a;b], IE, €]a; b| tel

gue f(2) = pa(r) = gy (@7 E) 0 mn = TI(X )

Corollaire 4. |f — pylo < | ns1lloo | £V | o

1
(n+1)!

Remarque 5. 5i les x; sont équidistants d’un pas h = I’_T“

n! o7 (b—a\"
— (- a)"tl o~ en | — ( > .
n n—0 n e

Définition 6. Les points d’interpolation de Tchebychev d’ordre n de lintervalle [a;b] sont les

, alors ||Tpy1lle est de Uordre de h™tin! =

. __ a+b b—a 2i+1 .
points x; = 57 + S cos(557), 0 < i < n.
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Remarque 7. cos(gjlf?ﬁ), 0 < i < n sont exactement les racines du n + 1-ieme polyndéme de

Tchebychev T, 1 défini par T,,41(cos @) = cos(n + 1)0.

b - n+1
Proposition 8. Pour les points d’interpolation de Tchebychev, on a ||7pi1lle = 2 < 1 a) )

Théoréme 9. Supposons que f se développe en série entiere au voisinage de “+b avec un rayon de

1

convergence R > (5 + 3)(b—a) (ou XA =1 si les z; sont quelconques, A = e si les x; sont équidistants

et A\ =4 siles z; sont les points de Tchebychev). Alors, ||f — pn|owo — 0.
n——+00

Contre-exemple 10 (phénoméne de Runge). Soit a > 0 un paramétre et f : x Wloﬂ qui se
développe en série entiere au voisinage de O avec un rayon de convergence «.. Alors, pour des points
répartis uniformément et pour o assez petit (o < apg ~ 0,526), la suite de polynomes p,, ne converge
pas uniformément vers f.

1.2 Approximation uniforme.

[HL09], 1.1 et 1.2 (la premiére partie sur le polyndéme de meilleure approximation est faite dans
[Dem16], I1.3, mais d’une autre maniére)

Remarque 11. R,[X]| se réalise comme un sous-espace de dimension finie de [’espace vectoriel
normé (C([a; b)), |-|), donc la distance uniforme d’une fonction f € C([a;b]) a R,[X] est atteinte
en au moins un P € R,[X]. A quelle condition est-elle atteinte en un unique polynoéme ?

Théoréme 12 (Haar). Soit F' un sev de C([a;b]) de dimension finie n € N*. Alors, ASSE :
1. VfeC([a;b]), Age F tq |f — gl = d(f, F) ;
2. Vqe F, si q s’annule en n points distincts, alors g = 0.

[GT96], ILIV.12 et [Che82], 1115

Exemple 13. Considérons F = R.id < C([—1;1]) et f € C([—1;1]) définie par f(x) =14z sixz <0
et f(x) =1—a six = 0. Alors, pour tout )\ e [-1;1], on a ||f Nid|w =1 =d(f, F) (dessin en
annezxe).

Corollaire 14. Vf  C([a;b]), 3, € R[X] tq |f — gule = d(f,Ra[X]).
Définition 15. ¢, est appelé le polynéme de meilleure approxrimation uniforme a l'ordre n.

On se demande maintenant si | f — ¢« — 0, i.e. si R[X] est dense dans C([a;b]).
n—+0o

Lemme 16 (Dini). Soient X un espace métrique compact et (f,,) une suite croissante (i.e. f,, < fni1)
de fonctions de C(X) a valeurs réelles. Supposons que (f,,) converge simplement vers f € C(X). Alors,
(fn) converge uniformément vers f.

Exemple 17 (important). Soit (P,) la suite de polynéme définie par récurrence par Py = 0 et
Py =P, + 5 (X2 P?). Alors, vus comme des fonctions continues sur [—1;1], les P, convergent
simplement de maniére croissante vers x — |z|. Par le théoréeme de Dini, on en déduit que x — ||
est limite uniforme de Polynomes sur [—1;1].
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Définition 18. Soit X un espace métrique compact. On notera CR(X) et CS(X) les algebres de
fonctions continues de X dans R et C respectivement.

Si H est une partie de CR(X) ou C®(X), on dira qu’elle est séparante lorsque : Yo #ye X, 3he H
tq h(z) # h(y).

Théoréme 19 (Stone-Weierstrass, cas réel). Toute sous-algebre H de CR(X) séparante et contenant
les fonctions constantes est dense dans CR(X) (pour la norme uniforme).

Exemple 20. L’ensemble des fonctions lipschitziennes de X dans R est dense dans CR(X).

Corollaire 21. Si X est un compact de R?, alors l'ensemble des fonctions polynomiales en les
coordonnées est dense dans CR(X).

Remarque 22. Le cas d = 1 est connu sous le nom de théoréeme de Weierstrass.

Théoréme 23 (théoreme taubérien d’'Hardy-Littlewood). Soit (a,) une suite de réels positifs. Suppo-

+00 n
sons que f(z) = Y a,a" ~ —— (donc de rayon de convergence égal @ 1). Alors, s, == Y, ay, L
n=0 r— k=0 n—

[Tit76], VIL.51

Théoréme 24 (Stone-Weierstrass, cas complexe). Toute sous-algebre H de C¢(X) séparante, stable
par conjugaison et contenant les fonctions constantes est dense dans C©(X).

Contre-exemple 25. Soit R > 0. Alors, z — Z n’est pas limite uniforme d’éléments de C[T] sur
D(0, R) (car elle serait en particulier limite uniforme sur tout compact de fonctions holomorphes et
donc elle méme holomorphe, ce qui n’est pas).

Corollaire 26. Les polynomes trigonométriques sont denses dans CS..

2 Approximation de fonctions L” par des fonctions réguliéres.

On munit R? de la tribu borélienne et on note A la mesure de Lebesgue sur R%.

2.1 Approximation par des fonctions continues & support compact.

[Rud20], TL.6 et 1113
On note C,(R?) I'ensemble des fonctions continues a support compact de R? dans C.

Théoréme 27 (Lusin). Soit f : R — C une fonction mesurable telle que f soit nulle en dehors
d’un borélien A de mesure \(A) < +oo. Alors, pour tout € > 0, il eviste g € C,(RY) telle que

Az, f(z) # g()}) <& et gl < [ [l

Corollaire 28. Pour 1 < p < 4+, C.(R?) est dense dans LP(R?).
Contre-exemple 29. Vg e C,(RY), |1 — g|x = 1 donc C.(RY) n'est pas dense dans L*(RY).

Remarque 30. Pour 1 < p < +w, LP(RY) est donc le complété de C.(R?) pour la norme ||.|, (grace
au théoréme de Riesz-Fischer). Le complété de C.(RY) pour la norme ||.| et Uespace Co(R?) des
fonctions continues qui s’annulent a linfini.
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2.2 Produit de convolution.

[HL09], IV.3

Définition 31. Pour a e R? et f : RY — C, on note 7,(f) : x — f(z — a).

Proposition 32. Pour 1 < p < 4+, (Ty)eera €5t un groupe commutatif d’isométries de LP(R?). Pour
1 <p<+w et fe LP(R)?, lapplication RE — LP(R?), a > 7,(f) est uniformément continue.

Définition 33. Soient f,q : R? — C deux fonctions boréliennes. On dit que f et g sont convolables
lorsque pour presque tout v € R, y — f(x — y)g(y) est intégrable. On note alors f +g : x >
SRd g(y)dy le produit de convolution de f et g.

Remarque 34. f et g sont convolables ssi g et f le sont et ona f+g=g=f.

Proposition 35. Soient f et g deux fonctions boréliennes convolables. On suppose que f et g sont
nulles en dehors d’ensembles fermés F' et G respectivement. Alors f+g est nulle en dehors de F' + G.
En particulier, si F' et G sont compacts (i.e. f et g sont a supports compacts), alors f + g est aussi
a support compact et de support inclus dans F + G.

1 n’est pas a support compact.

1] =
% %>1etfeLp,g€Lq. Alors
% %:1+%7al0r3f*g€[/r€t

Contre-exemple 36. 1o, est a support compact mais 1 = 1jo,

Théoréme 37 (Inégalité de Young). Soient p,q € [1; 4] g
f et g sont convolables. De plus, si on pose r € [1;+w] tq

1+ gle < [ flplglq

Proposition 38. 5i % +% =1, alors f = g est uniformément continue. Si de plus 1 < p < 400, alors
frg(x) ——0.

|z|—+00
Théoréme 39. (L', +, =, |.|1) est une algébre de Banach commutative non unitaire.

Remarque 40. En particulier, = est associatif sur L', ce qui n’est plus vrai pour des fonctions plus
générales.

Contre-exemple 41. En posant f = 1g,, g = 1j_1,9) — Ljoq) et h = 1, on a (f+g) = h = 1 et
fx(g=h)=0.

2.3 Approximation par des fonctions lisses.

[HLO9|, IV.3 et [Lil3], IIL1.5
Définition 42. On appelle approzimation de ’unité tout suite (p,) € (LY)N vérifiant :
1. VneN, p, = 0;

2. Yn e N, Sdenzl;

3. Ve > 0, S{mx} pn — 0.

n——+0
Exemple 43. Si p est une fonction positive intégrable d’intégrale 1 quelconque, alors p, : x +—
ndp(nz) définit une approzimation de l'unité.

Remarque 44. C’est ce qui va remplacer notre unité manquante dans 'algébre L.

Théoréme 45. Soit (p,) une approzimation de l'unité, p € [1;4+[ et f € LP. Alors, Yne N, |f =
pulp < | flp €t f=pn P [ dans LP.

Lemme 46. 3p € C*(R?) telle que p =0 et {o.p = 1.

Théoréme 47. Soit ¢ € CK(R?) et f € LP pour 1 < P < +oo. Alors f = ¢ € C*(RY) et, pour tout

—. L _ 0
k1++kd—l<k, OHG(i;—ag(f*w)—f*(Mgp)

Corollaire 48. Pour 1 < p < 4w, CX(R?) est dense dans LP.
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3 Séries de Fourier.

3.1 Définitions.
[Amr08], IV.2 a IV 4.

Définition 49. On note Co, l’ensemble des fonctions continues de R dans C qui sont 2mw-périodiques.
On note également L5 l’ensemble des (classes de) fonctions mesurables de R dans C qui sont presque
partout 2w-périodiques et qui vérifie Sgﬂ |fIP < +00. On munat LY de la norme || f||, = (5= S(Q)ﬂ | f|P)P.

Remarque 50. L3 est un Hilbert pour le produit scalaire {f,g) = % SSW f(x)g(x)dx.

Théoréme 51. (e,)ncz est une base hilbertienne de L3_ ou (e, : x — €™®) € Cay.

Définition 52. Pour f € Ly, et n € Z, on note ¢,(f) = & sw f(x)e™™™*dx le n-ieme coefficient
N N-1
de Fourier. On note également Sx(f) == % co(flen et on(f) =~ > S;i(f).
n=—N Jj=0
N
Remarque 53. Si f € L3, on a c,(f) = {f,eny. Par exemple, si P = Y. a,e, est un polynome
n=—N

trigonométrique, on a ¢,(P) = a, si|n| < N et 0 sinon.

1 (27

Définition 54. Pour f,g € Ly, on note quand il existe f + g(x) = 5= {J

de convolution de [ et g au point x.

f(t—x)g(t)dt le produit

Remarque 55. Les propriétés de la convolution sur RY restent valables, en particulier, f + g(x) est
défini presque partout.

Proposition 56. ~: (L +,=.[1) — (co(2),+,.|.le) est un morphisme continu d’algébres
f — (Cn<f))n€Z
de norme d’opérateur 1 ot co(Z) = {(a,) € C%, |a,| T) 0}.
n|—+00

3.2 Reésultats de convergence.

[Amr08], IV.4 a IV.6.

Proposition 57. L3 — [*(2Z) est un isomorphisme d’espaces vectoriels. De plus, pour
o= (ealf))nez
+o0
f € L%TI’? on a f = Z Cn(f>€n dans Lgﬂ'
n=—oo

N
Définition 58 (Noyaux trigonométriques). Dy == >, e, est le noyau de Dirichlet d’ordre N.

n=—N
N—1
Ky =+ > Dj estle noyau de Féjer d’ordre N.
§=0
. o sin(N—k%)x
Proposition 59. 1. Dy est le prolongement par continuité de x — ;

sin(z/2) '

;f (sin(Na:/Q))2

2. Ky est le prolongement par continuité de v — — .
sin(x/2)

3. Pour fe L , Sy(f)=f*Dy eton(f)=f+*Ky;



4. (Kn)ns1 est une approximation de 'unité.

Théoréme 60 (Féjer). Soit f € Cop (resp. LY. ). Alors |on(f)|e < | fleo €t (on(f)) converge vers f
pour la norme uniforme (resp. pour la norme |.||,).

Corollaire 61. Si f, g € Cor vérifient c,(f) = c,(g) Yn € Z, alors f = g. Si f, g€ Li_, alors ce n’est
vrat que presque partout. En particulier, v est injective.

+00

Théoréme 62. Si f € Cor et (Sn(f)) converge simplement, alors f(x) = >, cu(f)en(x) pour tout
n=—0o0
reR.
+o0
Théoréme 63. Si f € Cor 1 C,,,, alors (Sn(f)) converge normalement et f = 3 cu(f)en.
n=—aw

Théoréme 64 (Dirichlet). Soit f € L} et x € R. On suppose que f posséde des limites a gauche et
fla™) + f(=")

a droite et des dérivées a gauche et a droite en x. Alors, Sy(f)(x) . 5
n—+0o0

Dbon

Théoréme 65. On note W := {f € L} (R,C), | flw := > |ea(f)| < +00}.

neZ

LW, etVfeW,f= X calfen;

nez

2. W, +,.,x,|.|lw) est une algébre de Banach et 6: W — [Y(Z)  est un isomorphisme iso-

fo= ()

métrique d’algebres de Banach (la loi de multiplication sur [*(Z) est la convolution donnée par

(@*b)p = D) ambp_m);

meZ
N
3. vfeWHf_SN(f>HWm0 ot Sn(f) = 2 calf)en;

n=—N

4. Les inclusions (Cs_, ||.|c1) = (W, ||.lw) = (C., |-|e) sont continues ;

1
5. (Théoreme de Wiener) Soit f € W ne s’annulant pas. Alors 7 € w (i.e. W est une sous-
algébre lisse de CS_).

[Can09], V1.4 (pas tout)
Remarque pour cette lecon : Dans cette lecon, mettre uniquement les points 1, 3 et 5.
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