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1 Espaces vectoriels normés.

1.1 Généralités.

[Li13], 1.1

~ 10 items.

Suivre le paragraphe 1.1 du Li, sauf le I.1.3 sur les espaces de Banach qu’on traite dans notre 3e sous-
partie. Donner trés rapidement les généralités sur les normes et les applications linéaires continues
et surtout donner trpn d’exemples (y’en a plein dans le Li).

1.2 Cas de la dimension finie.

[Li13], 1.2
~ 5-10 items.
Suivre le Li. Rajouter des exemples/contre-exemples.

1.3 Espaces de Banach.

[Lil3], 1.1.3-4 et IV

~ 10 items.

Donner la définition et des exemples (I1.1.3 du Li), mentionner que E* le dual topologique est toujours
un Banach (I.1.4 du Li). Donner ensuite le théoréme de Baire et ses conséquences (IV du Li) et des
exemples d’applications, comme la non-surjectivité de la transformée de Fourier F : L'(R) — C,(R)
(IV aussi) ou I'existence de fonctions continues dont la série de Fourier ne converge pas ponctuellement
(exo 15).

2 Espaces de Hilbert.

2.1 Généralités.

[Li13|, II.1
~ 10 items.
Encore une fois, pas trop s’attarder sur les définitions et mettre des exemples.

2.2 Théoréme de projection.

[Lil3], 11.2
~ b items.



Donner le théoréme de projection et ses conséquences : théoréme du supplémentaire orthogonal,
théoréme de représentation de Riesz et existence de ’adjoint d'un opérateur.

2.3 Bases hilbertiennes.

[Li13], 11.3

~ 10 items.

Donner rapidement les définitions et le théoréme de classification. On peut utiliser le paragraphe 11.4
pour donner des exemples.

Théoréme. Soit B*(D) := H(D) n L*(D) l’espace de Bergman du disque unité ou D est le disque
unité ouvert de C. On munit B*(D) du produit scalaire induit par celui de L*(D) et on note e, : z —

1
A |z e B2(D). Alors,
m

1. B*(D) est un espace de Hilbert ;

2. (en)nen est une base hilbertienne de B*(D) ;

3. Onpose K: D? — C ,on a alors : Vf e B*D), f =, f(w)K(,w)dw (ot
1

(1 — zw)?

dw est la mesure de Lebesque sur D).

(z,w) —

[BB24], 17

3 Espaces L’.

3.1 Premiers résultats.

[HL09], IV.1
~ b items.
Suivre le Hirsch-Lacombe en se placant dans le cas de R?.

3.2 Dualité.
[HLO09], IV.2

~ b items.
Donner le théoréme du dualité, le contre-exemple L' # (L®)* et le dev 2 en application du théoréme.

Théoréme. Soit f : R — R, alors : f est lipschitzienne < 3g € I”(R), Yz € R, f(x)—f(0) = §; g(t)dt.

[Bre20|, VIIL.2 et [HLO9|, VIII.2.ex03
Remarque : on peut choisir de montrer la dualité (L')* ~ L® mais dans ce cas il faut admettre
d’autres passages techniques de la preuve.

D1

D2



4 Algebres de Banach.

[Arv01], I
~ b items. Dbon

Théoréme. On note W := {f € L3 _(R,C), | fllw := X |cn(f)| < +o0}.

neZ

1L WECS, etVfeW,f= 3] enlflen

nez

2. W, +,.,x,|.|lw) est une algébre de Banach et 6: W — [Y(Z)  est un isomorphisme iso-

l
fo= (ealf))
métrique d’algebres de Banach (la loi de multiplication sur [*(Z) est la convolution donnée par
(a & b)n = Z ambnfm) ;

meZ
N
3. VfeW,|f = Sn(fllw 5> 0 0a Sn(f) = 2 eulflen;

n=—N

4. Les inclusions (Ca_,|.|c1) = (W, |l.lw) = (CS., |-|e) sont continues ;

1
5. (Théoreme de Wiener) Soit f € W ne s’annulant pas. Alors 7 € w (i.e. W est une sous-

algébre lisse de CS_).

[Can09], V1.4 (pas tout)
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