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1 Espaces vectoriels normés.

1.1 Généralités.

[Li13], I.1
„ 10 items.
Suivre le paragraphe I.1 du Li, sauf le I.1.3 sur les espaces de Banach qu’on traite dans notre 3e sous-
partie. Donner très rapidement les généralités sur les normes et les applications linéaires continues
et surtout donner trpn d’exemples (y’en a plein dans le Li).

1.2 Cas de la dimension finie.

[Li13], I.2
„ 5-10 items.
Suivre le Li. Rajouter des exemples/contre-exemples.

1.3 Espaces de Banach.

[Li13], I.1.3-4 et IV
„ 10 items.
Donner la définition et des exemples (I.1.3 du Li), mentionner que E˚ le dual topologique est toujours
un Banach (I.1.4 du Li). Donner ensuite le théorème de Baire et ses conséquences (IV du Li) et des
exemples d’applications, comme la non-surjectivité de la transformée de Fourier F : L1pRq ÞÑ C0pRq

(IV aussi) ou l’existence de fonctions continues dont la série de Fourier ne converge pas ponctuellement
(exo 15).

2 Espaces de Hilbert.

2.1 Généralités.

[Li13], II.1
„ 10 items.
Encore une fois, pas trop s’attarder sur les définitions et mettre des exemples.

2.2 Théorème de projection.

[Li13], II.2
„ 5 items.
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Donner le théorème de projection et ses conséquences : théorème du supplémentaire orthogonal,
théorème de représentation de Riesz et existence de l’adjoint d’un opérateur.

2.3 Bases hilbertiennes.

[Li13], II.3
„ 10 items.
Donner rapidement les définitions et le théorème de classification. On peut utiliser le paragraphe II.4
pour donner des exemples. D1

Théorème. Soit B2pDq :“ HpDq X L2pDq l’espace de Bergman du disque unité où D est le disque
unité ouvert de C. On munit B2pDq du produit scalaire induit par celui de L2pDq et on note en : z ÞÑ
c

n ` 1

π
zn P B2pDq. Alors,

1. B2pDq est un espace de Hilbert ;

2. penqnPN est une base hilbertienne de B2pDq ;

3. On pose K : D2 Ñ C

pz, wq ÞÑ
1

πp1 ´ zw̄q2

, on a alors : @f P B2pDq, f “
ş

D fpwqKp., wqdw (où

dw est la mesure de Lebesgue sur D).

[BB24], 17

3 Espaces Lp.

3.1 Premiers résultats.

[HL09], IV.1
„ 5 items.
Suivre le Hirsch-Lacombe en se plaçant dans le cas de Rd.

3.2 Dualité.

[HL09], IV.2
„ 5 items.
Donner le théorème du dualité, le contre-exemple L1 ‰ pL8q˚ et le dev 2 en application du théorème.

D2

Théorème. Soit f : R Ñ R, alors : f est lipschitzienne ô Dg P l8pRq, @x P R, fpxq´fp0q “
şx

0
gptqdt.

[Bre20], VIII.2 et [HL09], VIII.2.exo3
Remarque : on peut choisir de montrer la dualité pL1q˚ » L8 mais dans ce cas il faut admettre
d’autres passages techniques de la preuve.
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4 Algèbres de Banach.
[Arv01], I
„ 5 items. Dbonus

Théorème. On note W :“ tf P L1
2πpR,Cq, }f}W :“

ř

nPZ
|cnpfq| ă `8u.

1. W Ď C0
2π et @f P W, f “

ř

nPZ
cnpfqen ;

2. pW,`, .,ˆ, }.}W q est une algèbre de Banach et θ : W Ñ l1pZq

f ÞÑ pcnpfqq

est un isomorphisme iso-

métrique d’algèbres de Banach (la loi de multiplication sur l1pZq est la convolution donnée par
pa ˚ bqn “

ř

mPZ
ambn´m) ;

3. @f P W, }f ´ SNpfq}W ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

0 où SNpfq “
N
ř

n“´N

cnpfqen ;

4. Les inclusions pC1
2π, }.}C1q ãÑ pW, }.}W q ãÑ pC0

2π, }.}8q sont continues ;

5. (Théorème de Wiener) Soit f P W ne s’annulant pas. Alors
1

f
P w (i.e. W est une sous-

algèbre lisse de C0
2π).

[Can09], VI.4 (pas tout)
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