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1 Notion de complétude.

1.1 Suites de Cauchy.
[Gou20], 1.2.3

~ 9 1tems.
Suivre le Gourdon en rajoutant le fait qu'une suite de Cauchy avec une valeur d’adhérence converge.

1.2 Espaces complets.
[Gou20], 1.2.3

~ 10 items.

Pareil en rajoutant la définition du complété (dans les exercices). Mettre le contre-exemple de Q.
Définir rapidement les espaces de Banach. Mettre 'exemple des R-evn de dimension finie, I'exemple
de B(X, E) pour E un métrique quelconque, l'exemple de L.(E, F') si F est un Banach et le cas
particulier du dual.

2 Théorémes d’existence dans les espaces complets.

2.1 Théoréme du point fixe.

[Gou20], 1.2.3, V.3.1 et VI.1.2
~ 3 items.
Enoncer le théoréme du point fixe et 'inversion locale et Cauchy-Lipschitz en application.

2.2 Prolongement des applications uniformément continues.

[Gou20], 1.2.4.4 et [Amr08], 111.2

~ 2 items.

Enoncer le théoréme de prolongement des applications uniformément continues et la transformée de
Fourier-Plancherel en application.

2.3 Théoréme de Baire.

[Lil13], IV et [Gou20], A

~ 5-10 items.

Suivre le Li. Bien penser a mettre des applications des théorémes : non convergence de séries de
Fourier, non surjectivité de la transformation de Fourier... (parfois faut chercher dans les exercices).
On peut aussi chercher quelques applications dans le Gourdon.



3 Espaces de Banach.

3.1 Espaces de Hilbert.

[Lil13], II et [Gou20]|, B

~ 10-15 items.

Rappeler la définition d’un espace de Banach. Donner la définition d’un espace de Hilbert (rapide-
ment, en admettant la définition d’un produit scalaire), donner quelques exemples : [?, L? R™ C".
Théoréme de projection sur un convexe fermé et ses conséquences : projection orthogonale, supplé-
mentaire orthogonal, représentation de Riesz... Définition d’une base hilbertienne, inégalité de Bessel,
classification des espaces de Hilbert séparables. Développement 1. D1

Théoréme. Soit B*(D) := H(D) n L*(D) l’espace de Bergman du disque unité ou D est le disque
unité ouvert de C. On munit B*(D) du produit scalaire induit par celui de L*(D) et on note e, : z —

1
A |z e B2(D). Alors,
m

1. B*(D) est un espace de Hilbert ;

2. (en)nen est une base hilbertienne de B*(D) ;

3. Onpose K: D? — C ,on a alors : Vf e B*D), f =, f(w)K(,w)dw (ot
1

(1 — zw)?

dw est la mesure de Lebesque sur D).

(z,w) —

[BB24], 17

3.2 Espaces LP”.

[Lil3], I.1.3 et [HLO9], TV.1

~ 3 items.

Le Hirsch-Lacombe est plus complet sur ce théme mais ce qui est fait dans le Li est suffisant pour
cette legon.

3.3 Algébres de Banach.

[Arv01], 1.3

~ 5 items.

Définir une algébre de Banach (commutative). Donner les exemples classiques : L'(R?),11(Z),C(K), L.(E).
Développement 2 en dernier exemple. D2

Théoréme. On note W := {f € L} (R,C),|fllw := > |ea(f)| < +o0}.

nezZ

1. Wl etVfeW,f=> cufen;

nezZ



(W, +, ., %, |.|w) est une algébre de Banach et 6: W — IY(Z)  est un isomorphisme iso-

fo= ()

métrique d’algebres de Banach (la loi de multiplication sur [*(Z) est la convolution donnée par

(@*b)y = D) ambp—m);

meZ

N
VieWf = Sn(Hlw 5 0 0a Sw(f) = 2 calflen;

n=—N

Les inclusions (C3_, ||.|c1) — (W, |.llw) = (CS.,||.|) sont continues ;

1
(Théoreme de Wiener) Soit f € W ne s’annulant pas. Alors 7 € w (i.e. W est une sous-

algébre lisse de CS_).

[Can09], V1.4 (pas tout)
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