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1 Dénombrement et combinatoire.

1.1 Cardinal des ensembles finis.

[Gou21], VI.1.1
„ 5-10 items.
Suivre le Gourdon.

1.2 Listes et arrangements.

[Gou21], VI.1.2
„ 5-10 items.
Suivre le Gourdon.

1.3 Combinaisons.

[Gou21], VI.1.3
„ 5-10 items.
Suivre le Gourdon.

2 Dénombrement en analyse.

2.1 En probabilités.

[Gou21], VI.2.2 et VI.3.1 et [GK11], XIV.4.1.292
„ 5 items.
Probabilité uniforme dans un ensemble fini (PpAq “

|A|

|Ω|
), quelques exemples de probas sur N (géo-

métrique, Poisson, Zéta...). Variable aléatoire discrète. Permutations aléatoires (pour l’instant j’ai
pas de meilleure référence que l’exo du Garet-Kurtzmann).

2.2 Séries génératrices.

[Gou21], VI.3.5-6 et VI.4 et VI.1.4
„ 5-10 items.
Définition et premières propriétés des séries génératrices, lien avec la fonction caractéristique. Exemples
d’utilisation (dev 1 et piocher d’autres exemples dans les exos du Gourdon). Définition et exemple
d’utilisation des séries génératrices exponentielles : nombres de Bell (VI.1.4.exo9) ou VI.4.pb3. D1
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Théorème. On pose Xn :“ XpX ´ 1q . . . pX ´n` 1q et Xn :“ XpX ` 1q . . . pX `n´ 1q. On définit
spn, kq et Spn, kq les nombres de Stirling de première et deuxième espèce respectivement par :

Xn “
n
ř

k“0

spn, kqXk et Xn “
n
ř

k“0

Spn, kqXk (pX0, . . . , Xnq est une base de RrXs). On remarque que

Xn “
n
ř

k“0

|spn, kq|Xk. Les |spn, kq| sont les nombres de Stirling de première espèce non signés.

1. Soit Σn une variable aléatoire uniforme sur Sn et Cn le nombre de cycles à supports disjoints

dans la décomposition de Σn. Alors, PpCn “ kq “
|spn, kq|

n!
. En particulier, ErCns “ Hn “

n
ř

k“1

1

k

et
Cn ´ lnpnq

a

lnpnq

L
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

N p0, 1q.

2. Spn, kq est le nombre de façons de partitionner rr1;nss en k sous ensembles. En particulier,
n
ř

k“0

Spn, kq “ Bn où Bn est le n-ème nombre de Bell, comptant le nombre de façons de

partitionner rr1;nss.

[Gou21], VI.4.7
Remarque : développement beaucoup trop long, bien penser à choisir ce qu’on va dire selon la leçon.
Remarque pour cette leçon : dans cette leçon, ne pas faire le genre de TCL mais plutôt parler
des nombres de Stirling de deuxième espèce si on a le temps.

3 Dénombrement en algèbre.

3.1 Théorie des Groupes.

[Rom21], I et [Per96], I.4-5
„ 10 items.
Piocher dans le Rombaldi quelques propriétés sur les groupes qui rentrent dans la leçon (cardinal
d’un groupe quotient, n “

ř

d|n

φpdq.... Actions de groupes (finis), théorèmes de Sylow.

3.2 Corps finis.

[Rom21], XIII.4-5, [Per96], III.2 et IV.5 et [Goz09], VII
„ 10-15 items.
Cardinal d’un corps fini, de ses sous-corps. Carrés dans un corps fini, réciprocité quadratique par les
f.q. Nombre de polynômes unitaires irréductibles de degré n. Cardinal des groupes linéaires, cardinal
cône nilpotent. (Pour cette leçon, pas la peine du Gozard en vrai). Dbonus

Théorème.
ˆ

p

p1

˙ ˆ

p1

p

˙

“ p´1q
p´1
2

p1´1
2

[CG17], V.C

Dbonus
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Théorème. Soient E un K-ev de dimension finie et u P LpEq. On note apuq :“ inftp P N, kerpupq “

kerpup`1qu et dpuq :“ inftq P N, impuqq “ impuq`1qu. On a alors

apuq “ dpuq “: p, E “ kerpup
q ‘ impup

q, u|kerpupq est nilpotent et u|impupq est inversible.

De plus, une telle décomposition de E caractérise entièrement u.

Application. Il y a qdpd´1q matrices nilpotentes dans MdpFqq.

[CP22], I.3.67

D2

Théorème. Si p est impair alors :

SO2pFqq »

"

Z{pq ´ 1qZ si ´ 1 P F˚
q
2

Z{pq ` 1qZ si ´ 1 R F˚
q
2

De plus, SO2pF2nq » pZ{2Zqn.

[CG18], VIII.3
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