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1 Espaces euclidiens.

1.1 Formes quadratiques et produit scalaire.

[Rom21], XV.1 et XXII.1
E evn de dim finie sur R.
Def 1. forme quadratique, qpxq “ fpx, xq avec f bilinéaire, QpEq.
Prop/Def 2. correspondance f.q. / f.b.l. sym (forme polaire).
Prop 3. action GLpEq ñ QpEq p˚q.
Th 4. inertie de Sylvester (forme normale + invariant total).
Def 5. produit scalaire (signature = pn, 0q), espace euclidien.
Ex 6. produits scalaires classiques.
dans la suite, x., .y p.s. et q la f.q. associée.

1.2 Orthogonalité.

[Rom21], XXII.1
Def 7. orthogonalité (angle).
Th 8. Pythagore.
Def 9. famille orthogonale, orthonormale.
Th 10. Gram-Schmidt.
Ex 11. polynômes orthogonaux.
Th 12. projection orthogonale.
Cor 13. TSO.

1.3 Adjoint d’un endomorphisme.

[Rom21], XXII.2
Prop/Def 14. adjoint u˚.
Ex 15. ex simple.
Prop 16. matpu˚q “t matpuq dans une bon.
Prop 17. propriétés de ˚ et de u˚ (en particulier, F u-stable ñ FK u˚-stable).

2 Groupe orthogonal.

2.1 Généralités.

[Rom21], XXII.3
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Def 18. Opqq “ Stabpqq pour l’action p˚q (OnpRq pour le p.s. can sur Rn).
Prop 19. ô u˚ “ u´1.
Rq 20. A P On ô AtA “t AA “ In.
Ex 21. symétrie orthogonale, projecteur orthogonal, exemples simples.
Rq 22. sous-groupe de GLpEq.
Prop 23. si u : E Ñ E linéaire, u P OpEq ô u préserve le p.s. ô envoie les bon sur des bon
Prop 24. F stable ñ FK stable.
Prop 25. dans une bon, u P OpEq ô matpuq P OnpRq.
Th 26. OpEq est compact.
Prop 27. detpuq “ ˘1.
Def 28. O`pEq.
Ex 29. en dim 2.
Prop 30. ss-grp fermé distingué d’ordre 2. D1

Théorème 31. SO3pRq est simple.

[CP22], III.5

2.2 Réduction des endomorphismes orthogonaux.

[Rom21], XXII.4 et [Gri90], VII.10
Prop 32. SpRpuq Ď t˘1u.
Lemme 33. plan stable ou droite stable.
Th 34. réduction d’une isométrie, interprétation matricielle.
Ex 35. en dim 3, méthode de calcul de θ (c.f. Grifone).
Cor 36. composantes connexes de OpEq sont O`pEq et O´pEq.

2.3 Symétries orthogonales.

[Rom21], XXII.5
Prop 37. symétrie orthogonale ô s˝s “ id et s P OpEq, en particulier forme normale dans une bon.
Def 38. réflexion orthogonale, retournement orthogonal.
Th 39. Cartan-Dieudonné.
Ex 40. rotation comme produit de deux réflexions.
Th 41. pareil pour O` et les retournements.

3 Endomorphismes symétriques.

3.1 Théorème spectral.

[Rom21], XXII.6
Def 42. endomorphisme symétrique.
Prop 43. matrice symétrique dans bon.
Ex 44. ex simple.
Prop 45. dimSpEq “

npn`1q

2
.

Th 46. SpCpuq Ď R.
Prop 47. les ss-esp propres sont orthogonaux.
Th 48. théorème spectral.
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3.2 Spectre d’un endomorphisme symétrique, endomorphisme positifs.

[Rom21], XXII.8-9
Th 49. Courant-Fischer.
Cor 50. rayon spectral d’un endo quelconque.
Def 51. symétrique pos., sym def. pos.
Ex 52. ex simples.
Prop 53. caractérisation avec le spectre.
Th 54. existence d’une racine carré pour u P SpEq.
Rq 55. calcul fonctionnel.
Cor 56. décomposition polaire. D2

Théorème 57. Soit B la boule unité fermée pour la norme subordonnée à la norme euclidienne }.}2
sur Rn. Alors, B “ convpOnpRqq.

[QZ20], VI.2.4, [BMP05], III.1.2 et [IP19], 26.

4 (Endomorphismes normaux.)
[Rom21], XXII.10
Def 58. endo normal.
Ex 59. symétrique, anti-symétrique, orthogonal, similitude.
Lemme 60. F stable ñ FK stable.
Ex 61. en dim 2, si A n’a pas de vp, alors A “

ˆ

a ´b
b a

˙

.

Th 62. réduction endo normal.
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