Lecon 157 : Matrices symétriques réelles, matrices
hermitiennes.

Matei Lefebvre

2025 /2026

1 Matrices symétriques et hermitiennes.

1.1 Généralités.

[Gri90], VII et VIII et [Segll], I

1.2 Lien avec les endomorphismes.

[Gri90], VII

1.3 Lien avec les formes quadratiques et hermitiennes.

[Gri90], IX et X et [Segll]|, II (parler du groupe orthogonal et unitaire)

1.4 Matrices positives et définies positives.

[Gri90], VIL13, IX.10 et X.5

2 Reéduction.

2.1 Théoréme spectral.

[Gri90], VIL.13 et VIIL7

2.2 Réduction des formes quadratiques et hermitiennes.

[Gri90], IX.7-8 et X.3 et [Segll], V

Théoréme (Lemme de Morse). Soit f : U — R de classe C* avecU < R™ contenant 0. Supposons que
0 est un point critique non dégénéré de f et sign(D?f(0)) = (p,n—p). Alors, 3o un difféomorphisme
entre deux voisinages de Uorigine dans R™ tel que p(0) = 0 et f(x)—f(0) = uf+.. +ui—ul —...—u}

ot u = @(x).

[Roul5], V.5.66 et V1.3.144
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2.3 Reéduction simultanée et décomposition polaire.

Grig0], IX.10 et X.5 et [CG17], VI.1 Dbon
|Gri90], [ ,

Théoréme. Soit B la boule unité fermée pour la norme subordonnée a la norme euclidienne |.|o sur

R™. Alors, B = conv(O,(R)).
[QZ20], VL.2.4, [BMPO5], I11.1.2 et [IP19], 26.

3 Coniques et quadriques.

3.1 Généralités.

[Aud06], VIL1

3.2 Classification.
[Aud06], VII.2 D2

Théoréme. Soit g € Q(R™) définie positive et C € R". On note £, 1= {X € R*, ¢(X — C) < 1}
Uellipsoide (pleine) associée a q centrée en C. Soit K < R™ compact d’intérieur non vide, alors :

1. a C fixé, il existe une unique ellipsoide centrée en C' contenant K de volume minimal ;

2. il existe une unique ellipsoide contenant K de volume minimal (centre non fizé).

[BB24], 11.39 et II1.14
Remarque : on n’a siirement pas le temps de présenter le point 2 mais il est important de pouvoir
répondre a des questions dessus.
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