Lecon 151 : Sous-espaces stables par un endomorphisme ou
une famille d’endomorphismes d’un espace vectoriel de
dimension finie. Applications.
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1 Sous-espaces stables.

1.1 Généralités.

[MM22], I1.1-3

1.2 Exemples de sous-espaces stables.

[MM22], I1.4 et IV et [FGN18|, VI.14

Théoréme. Soient E un K-ev de dimension finie et uw € L(E). On note a(u) := inf{p € N, ker(u?) =
ker(uP™)} et d(u) := inf{g € N,im(u?) = im(u?™)}. On a alors

a(u) = d(u) =:p, E = ker(u?) @im(u”), ulker(ur) est nilpotent et ulimry est inversible.
De plus, une telle décomposition de E caractérise entierement u.

Application. Il y a ¢¥=Y matrices nilpotentes dans My(F,).
[CP22], 1.3.67

1.3 Sous-espaces cycliques.

[MM22], IL5 et VI

1.4 Sous-espaces stables par une famille d’endomorphismes.

[MM?22], VIIL3

2 Applications.

2.1 Endomorphismes semi-simples.

[Gou21]|, IV.5.Probléme 22

D1

D2



Théoréme. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie et py son polynome
minimal. Alors, f est semi-simple si et seulement si uy n'a pas de facteur carré.

[Gou21]|, IV.5.Probléme 22

2.2 Reéduction des endomorphismes.

[MM22], VIII et XI

2.3 Réduction de Frobenius.
[MM22], VI et XII
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