
Leçon 150 : Polynômes d’endomorphisme en dimension finie.
Réduction d’un endomorphisme en dimension finie.

Applications.
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1 Sous-espaces stables et polynômes d’endomorphismes.

1.1 Sous-espaces stables.

[MM22], II

1.2 L’algèbre Krus.

[MM22], I.1-2 et IV

1.3 Polynômes annulateurs.

[MM22], I.3-4

1.4 Polynôme caractéristique.

[MM22], V.2

1.5 Endomorphismes semi-simples.

[Gou21], IV.5.Problème 22 D1

Théorème. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie et µf son polynôme
minimal. Alors, f est semi-simple si et seulement si µf n’a pas de facteur carré.

[Gou21], IV.5.Problème 22

2 Réduction d’un endomorphisme.

2.1 Diagonalisation.

[MM22], V.1 et VIII Dbonus
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Théorème. Soit P un n-gone du plan complexe que l’on assimilera au n-uplet pziq P Cn des affixes
de ses sommets ordonnés. Pour a, b ą 0 tels que a ` b “ 1, on notera Fa,bpP q le n-gone pz1

iq où
z1
i “ azi ` bzi`1 pour 1 ď i ď n ´ 1 et z1

n “ azn ` bz1.

1. Soit pPkq la suite de n-gones définie par P0 “ P et Pk`1 “ Fa,bpPkq. Alors, pPkq converge vers
l’isobarycentre G de P .

2. Le résultat tient toujours si on a Pk`1 “ Fak,bkpPkq avec ak, bk ą 0, ak`bk “ 1 et
ř

k

akbk “ `8.

[CP22], I.3.4

2.2 Trigonalisation, réduction de Dunford.

[MM22], IX et XI.1

3 Applications.

3.1 Exponentielle de matrice.

[MM22], XVI D2

Théorème. 1. @A P GLnpCq, A P exppCrAsq. En particulier, exp : MnpCq Ñ GLnpCq est surjec-
tive ;

2. exppMnpRqq “ GLnpRq2.

[IP19], 63 et [Zav13], III.9

3.2 Suite des noyaux itérés, décomposition de Fitting.

[FGN18], VI.14 et [CP22], I.3.67 Dbonus

Théorème. Soient E un K-ev de dimension finie et u P LpEq. On note apuq :“ inftp P N, kerpupq “

kerpup`1qu et dpuq :“ inftq P N, impuqq “ impuq`1qu. On a alors

apuq “ dpuq “: p, E “ kerpup
q ‘ impup

q, u|kerpupq est nilpotent et u|impupq est inversible.

De plus, une telle décomposition de E caractérise entièrement u.

Application. Il y a qdpd´1q matrices nilpotentes dans MdpFqq.

[CP22], I.3.67
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