Legon 148 : Dimension d'un espace vectoriel (on se limitera
au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et
applications.
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E, F et G seront des K-ev avec K un corps commutatif.

1 Bases et dimension.

(|Gri90], [Gou21])

1.1 Familles libres et génératrices.

Définition 1. Une famille (z1,...,x,) d’éléments de E est dite génératrice lorsque tout élément
de E s’écrit comme une combinaison linéaire des x;.

Exemple 2. ((1,0),(1,2),(2,2)) génére R2.

Proposition/Définition 3. Une famille (z1,...,x,) d’éléments de E est dite libre lorsqu’elle vérifie
['une des deux propositions équivalentes suivantes :

.Y, ..o K+ .+ 2, =0=X\=... =), =0.
2. aucun des x; n’est combinaison linéaire des autres.

Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée.

Exemple 4. ((2,0),(1,1)) est libre dans R?.

Proposition 5. Toute sous-famille d’une famille libre est libre, toute sur-famille d’une famille gé-
nératrice est génératrice.

Théoréme 6. Si (v1,...,2,) génére E et (Y1,...,Yns1) € E", alors (y1,...,yns1) est lice.
Définition 7. Une famille B de E est une base de E lorsqu’elle est libre et génératrice.
Exemple 8. o La famille de l’exemple 4 est une base de R? ;

o (1,X, X2 ..., X") est une base de K,[X].

Proposition 9. Soient L = G deux familles finies de E avec L libre et G génératrice. Alors, il existe
B base de E telle que L= S < G.

Remarque 10. En particulier, si E est généré par un nombre fini d’éléments, alors on peut extraire
des bases des familles génératrices finies (base extraite) et on peut compléter les familles libres finies
en des bases de E (base incompleéte).



1.2 Dimension d’un espace vectoriel.

Définition 11. F est dit de dimension finie lorsqu’il est généré par un nombre fini d’éléments.
Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

Proposition/Définition 12. Si E est de dimension finie, alors E admet au moins une base et
toutes les bases de E sont de méme cardinal n. On note dim E == n (ou dimg E) et on Uappelle la
dimension de E.

Proposition 13. Si E est de dimension finie n et § = (x1,...,x,) une famille d’éléments de E,
alors : 3 libre < [ génératrice < 3 base.

Exemple 14. Si I, ..., P, € K,[X] avec deg P, = k pour k € [0;n], alors (P, ..., P,) est une base
de K, [X].

Remarque 15. Un des avantages principaux du fait de travailler en dimension finie est la possibilité
d’utiliser le principe de récurrence pour faire des preuves.

Dans la suite de cette partie, on suppose E, F' de dimensions finies respectives n, m € N.

Proposition 16. Soient Ey et Ey deuz sous-espaces de E. Alors dim(F1+ Ey) = dim(E;)+dim(FEs)—
dlm(E1 M EQ)

Corollaire 17. ASSE :
L E=E®E,;
2. n=dim(E)) + dim(FE,) et By n By = {0}
3. n=dim(E,) + dim(F,) et E = Ey + Es.
Proposition 18. o dim(Ex F)=n+m;
o dim(L(F,F)) =nm

2 Rang.
(|Gri90],[Gou21],|Cia00])

2.1 Familles de vecteurs et applications linéaires.

Définition 19. Soit (x;)ic; une famille de vecteurs de E. Le rang de (x;)icr est la dimension de
Vect(z;,i€ I). On le note rg(z;,i € I).

Exemple 20. rg((1,0,0);(0,1,0);(1,1,0)) = 2 dans R3.

Proposition 21. Si I est fini alors rg(x;,i € I) < |I| avec égalité ssi (x;); est libre.

Définition 22. Si f € L(E, F'), on appelle rang de f, noté rg(f), la dimension du sev f(E) de F.

Exemple 23. Si f: R} — RS , alors rg(f) = 2.

(,y,2) = (@—yz—2y—2)
Théoréme 24 (du rang). Soit f € L(E,F). Si S est un supplémentaire de ker(f) dans E, alors
f induit un isomorphisme S = f(FE). En particulier, si dim(E) < +00, alors f est de rang fini et
rg(f) + dim(ker(f)) = dim(F).
Corollaire 25. Sin = m, alors f bijective < f injective < f surjective.

Contre-exemple 26. Dans R[X]|, P — P’ est surjective non injective et P — X P est injective non
surjective.

Proposition 27. Si f € L(E,F) et g€ L(F,G), alors rg(g o f) < min(rg(f),rg(g))-
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2.2 Matrices.

Définition 28. Soit M € M,,,(K), on appelle rang de M, noté rg(M), le rang de l’endomorphisme
upy : K" — K™ canoniquement associé.

Proposition 29. Notons C4,...,C, € K" les colonnes de M et Lq,...,L,, € K™ les lignes de M.
Alors, rg(M) =rg(Ch,...,Cy) =1g(Ly, ..., Ly). En particulier, rg(M) < min(m,n).

Remarque 30. Cette proposition est une conséquence immédiate du corollaire 39 qui arrive plus
tard.

Définition 31. Soit M € M,,,,(K) et Ly,..., L,, ses lignes. Si L; est non nulle, on appelle pivot de
la ligne L; le coefficient non nul le plus a gauche sur L;.
On dira que M est échelonnée réduite par lignes lorsque :

o Toutes les lignes nulles de M sont situées en bas.
e Les pivots des lignes non nulles sont égaux a 1.

e Si L; est une ligne non nulle avec i = 2, alors le pivot de L;_1 est situé strictement & gauche
de celui de L;.

o Les coefficients situés au dessus d’un pivot sont tous nuls.

01 201
Exemple 32. [0 0 0 1 0| est échelonnée réduite selon les lignes.
00000

Remarque 33. Il est facile de calculer ker(uyy) lorsque M est une matrice échelonnée réduite se-
lon les lignes en regardant les colonnes ne contenant pas de pivot. Dans [’exemple précédent, on a
ker(ups) = Vect(ey, e3 — 2eq, 65 — €3 — €4) ot (e1, ..., e5) est la base canonique de R®.

Définition 34. Deux matrices sont dites équivalentes par lignes lorsque [’on peut passer de l'une
a l'autre par des opérations élémentaires sur les lignes.

Proposition 35. Si M et M’ sont équivalentes par lignes, alors ker(upr) = ker(upy) et doncrg(M) =
rg(M’).

Proposition 36 (Pivot de Gauss). L’algorithme suivant permet de transformer M € M,, ,(K) en
une matrice échelonnée réduite selon les lignes via des opérations élémentaires sur les lignes (en
particulier, M est équivalente par lignes a la matrice obtenue au final).

Ml *®
0 | My
lignes (initialement, on prend M, la matrice vide que l'on considére échelonnée réduite selon
les lignes par convention). Si My est nulle ou vide, ’algorithme est fini. Sinon, on écrit My =

(0 - OC'Z@) — C,g2)> avec C’Z@) une colonne non nulle.

1. M s’écrit par blocs M = < ) avec My une matrice échelonnée réduite selon les

2. Notons my le nombre de lignes de My, on permute les lignes de M d’indice > my pour ramener
un coefficient non nul A € K* de Ci(Q) sur la ligne my + 1. On multiplie ensuite cette ligne par

A=Y pour obtenir un 1 au croisement de la colonne C’Z@) et de la ligne my+ 1. On retranche enfin
un certain multiple de la ligne my + 1 a toutes les autres lignes pour annuler les coefficients sur
la colonne contenant C’Z-(Q) (ces opérations n'ont aucun effet sur les colonnes & gauche de My).
On a alors obtenu une nouvelle matrice M’ équivalente par lignes a M de la forme

0
My |
/ Ha o .
M = 0—ol 1 . On retourne alors en i. avec cette nouvelle forme.
/
0 ‘ M;



Exemple 37. Pivot de Gauss en annezxe.

Proposition/Définition 38. Deuz matrices A, B € M,, ,,(K) sont dites équivalentes lorsqu’il existe
Pe GL,(K),Q e GL,(K) telles que A = PBQ. C’est une relation d’équivalence sur M, ,(K).

I, 0O

€
0 0
le rang est un invariant total pour la relation d’équivalence qu’on vient de définir.

Proposition 39. Sirg(M) = r, alors M est équivalente a J, = Mo (K). En particulier,

Corollaire 40. rg(M) = rg(*M)

Définition 41. Soient M € M,,,(K),I < [[1;m],J < [1;n]. La matrice extraite associée est
MI,J = (mi,j)i61~
jeJ

Proposition 42. Le rang de M est égal a la taille mazimale d’une matrice extraite carrée inversible.

3 Applications.

3.1 Dualité.

(|Gri90], [Gou21|)
(Il faut peut-étre enlever cette partie pour gagner un peu de place)
On suppose que E est de dimension n € N*.

Définition 43. Le dual de E est l'espace L(E,K) des formes linéaires sur E, on le note E*.

Proposition/Définition 44. Si (e1,...,e,) est une base de E, on définit la famille de formes
linéaires (eF,...,ek) e (E*)" par ef(e;) = d;;. (eF,...,ek) est alors une base de E*, on lappelle base
duale de (ey,...,€,).

Corollaire 45. dim(E*) = dim(F)

Exemple 46. La base duale de (1,...,X™) dans R,[X] est (P — P(]:!(O),k € [0;n]). Dans R[X]*,

la famille (P — P(I:!(O),k e N) est toujours libre mais pas génératrice : (P — P(1)) ¢ Vect(P —
YO ke N)
R '

p
Théoréme 47. Soient ¢1,...,p, € E* avec rg(p1,...,p,) = 1, alors dim (ﬂ ker(goi)) =n-—r.
i=1

Réciproquement, si F' est un sev de dimension n—r de E, alors il existe p1, ..., o, € E* linéairement
indépendantes tq F' = () ker(p;).
i=1

Corollaire 48. L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne a n lignes et m inconnues
et de dimension au moins m — n.

3.2 Extensions de corps.

([Goz09])

Définition 49. Soient K et L deux corps. On dit que L est une extension de K lorsqu’on a une

injection K — L. On note alors L/K pour signifier que K peut alors étre vu comme un sous-corps de
L.

Définition 50. Le degré de l’extension L/K est la dimension de L en tant que K-espace vectoriel.
On le note [L : K]. On dit que lextension L/K est finie lorsque [L : K] est fini.
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Théoréme 51 (Base télescopique). Supposons que M/L et L/K soient deux extensions finies avec
(Y15 -, Ym) une L-base de M et (x1,...,x;) une K-base de L. Alors, (x;y;) i j)eq«[1:m] €5t une K-base
de M. En particulier, [M : K] = [M: L][L : K].

Définition 52. Soit L/K une extension de corps et x € L. On dit que x est algébrique sur K lorsqu’il
eriste P € K[X]\{0} tel que P(x) = 0. {P € K[X], P(z) = 0} est alors un idéal non nul de K[X]
qui est donc engendré par un unique polynome unitaire i, k. Le polynome g,k est appelé polynéme
minimal de x sur K.

Proposition 53. Soit L/K une extension de corps et x € L. Alors, x est algébrique sur K ssi
[K(z) : K] < o0. Dans ce cas, on a [K(x) : K] = deg(pzk)-

Proposition 54. Soit L/K une extension de corps. L’ensemble des nombres algébriques sur K dans
L est un corps.

Proposition/Définition 55. Soit K un corps et G un sous-groupe de l’ensemble Aut(K) des auto-
morphismes de corps de K. On note K% == {z € K,Vg € G, g(x) = z}. K¢ est alors un sous-corps de
K, on l'appelle corps fixe de G.

Proposition/Définition 56. Soient L/K et M/K deux extensions de corps. On note
Homg(L,M) = {f € Hom(L,M),Vz € K, f(z) = z}. Si L =M, on note Homg(L) == Homg(L,L) et
Autg (L) = Aut(K) n Homg(L). Ce dernier ensemble est un sous-groupe de Aut(L).

Lemme 57. Si L/K est une extension finie et M/K une extension quelconque, alors |Homk(L,M)| <
[L:K].

Théoréme 58 (d’Artin). Si G est un sous-groupe fini de Aut(K), alors [K : K¢] < |G|. En particulier,
G = Autyc (K) et l'inégalité précédente est en fait une égalité.

[Les+20], 21

3.3 Polynomes et corps finis.

(|Goz09] [Rom21])
Soit K un corps.

Définition 59. On appelle sous-corps premier de K le plus petit sous-corps de K et on le note K.

Proposition/Définition 60. ¢: Z — K  est un morphisme d’anneau. Son noyau est de la
kE — k1

forme nZ avec n = 0 oun € P. On note n = car(K) et on l'appelle la caractéristique de K. On

dit que K est de caractéristique non nulle lorsque n = p € P. De plus, ¢ induit un isomorphisme

¢ : Frac(Z/nzZ) = Ko.

Proposition 61. Si [K| < oo, alors :
1. car(K) =pe P et donc Ky ~F, = Z/pZ;
2. |K| = p™ avec n € N*.

Définition 62. Soit P € K[X]. Un corps de décomposition de P sur K est une extension L/K
telle que P soit scindé sur L et L = K(ay,...,a,) ot g, ..., ap sont les racines de P dans L.
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Théoréme 63. Il existe un corps de décomposition de P sur K, unique a K-isomorphisme prés. On
le note Dx(P) et on a [Dk(P) : K] < (deg P)!.

Dans la suite on note g = p"™ avec p € P et n € N*.

Théoréme 64. D, (X? — X) est un corps a q éléments. Réciproquement, si [K| = q, alors K =
Dy, (X1— X). En particulier, il existe un unique corps de cardinal q & isomorphisme prés, on le note
F,.

Théoréme 65. 1. Si K est un sous-corps de F,, alors il existe d|n tel que |K| = p? ;

2. Yd|n, il existe un unique sous-corps K de cardinal p* de Fy. On a K = {z € Fy, 2" = z}.

Théoréme 66 (Algorithme de Berlekamp). Soit P = Py ... P, € F,[X] avec P, ..., P, irréductibles
2 a 2 premiers entre eur. On note Sp:F [X]/(P) — F,X]/(P) , c’est une application F,-
Q ~ Q'=Q9) -
linéaire. On a alors r = dim(ker(Sp — id)) = deg(P) — rg(Sp — id). Si de plus v = 2 et V €
ker(Sp — id)\F,, alors P = || pged(P,V — ) est une décomposition non triviale de P.
acFq
Lemme 67. Soit P € F [ X], alors :
1. pged(P, P') =1 < P n'a pas de facteur carré.

2. pged(P, P') = P < IR e F,[X], P = RP.

3. Si on est dans aucun des deux cas précédents, alors P = pged(P, P').—————~ est une
pged (P, P')
décomposition non triviale de P.

(L’algo suivant est sirement & mettre en annexe).

Algorithme 68 (de factorisation d’'un polynome P € F,[X]). Soit P € F,[X].
51 P est constant :
Fin de Ualgorithme.

Sinon :
On calcule D = pged(P, P').
SiD=1":
On applique 'algorithme de Berlekamp a P.
SiD=P:

On trouwve R € F,[X] tq P = RP (il suffit de mettre les coefficients de P a la puissance p"~ ).
On applique ’algorithme a R.
Sinon :

P
On applique ['algorithme a D et Ik

[BMPO05], V.3.2 et [Dem09], IX.6
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