
Leçon 148 : Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera
au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et

applications.
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E,F et G seront des K-ev avec K un corps commutatif.

1 Bases et dimension.
([Gri90], [Gou21])

1.1 Familles libres et génératrices.

Définition 1. Une famille px1, . . . , xnq d’éléments de E est dite génératrice lorsque tout élément
de E s’écrit comme une combinaison linéaire des xi.

Exemple 2. pp1, 0q, p1, 2q, p2, 2qq génère R2.

Proposition/Définition 3. Une famille px1, . . . , xnq d’éléments de E est dite libre lorsqu’elle vérifie
l’une des deux propositions équivalentes suivantes :

1. @λ1, . . . , λn P K, λ1x1 ` . . . ` λnxn “ 0 ñ λ1 “ . . . “ λn “ 0.

2. aucun des xi n’est combinaison linéaire des autres.

Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée.

Exemple 4. pp2, 0q, p1, 1qq est libre dans R2.

Proposition 5. Toute sous-famille d’une famille libre est libre, toute sur-famille d’une famille gé-
nératrice est génératrice.

Théorème 6. Si px1, . . . , xnq génère E et py1, . . . , yn`1q P En`1, alors py1, . . . , yn`1q est liée.

Définition 7. Une famille β de E est une base de E lorsqu’elle est libre et génératrice.

Exemple 8. • La famille de l’exemple 4 est une base de R2 ;

• p1, X,X2, . . . , Xnq est une base de KnrXs.

Proposition 9. Soient L Ď G deux familles finies de E avec L libre et G génératrice. Alors, il existe
β base de E telle que L Ď β Ď G.

Remarque 10. En particulier, si E est généré par un nombre fini d’éléments, alors on peut extraire
des bases des familles génératrices finies (base extraite) et on peut compléter les familles libres finies
en des bases de E (base incomplète).
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1.2 Dimension d’un espace vectoriel.

Définition 11. E est dit de dimension finie lorsqu’il est généré par un nombre fini d’éléments.
Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

Proposition/Définition 12. Si E est de dimension finie, alors E admet au moins une base et
toutes les bases de E sont de même cardinal n. On note dimE – n (ou dimK E) et on l’appelle la
dimension de E.

Proposition 13. Si E est de dimension finie n et β “ px1, . . . , xnq une famille d’éléments de E,
alors : β libre ô β génératrice ô β base.

Exemple 14. Si P0, . . . , Pn P KnrXs avec degPk “ k pour k P J0;nK, alors pP0, . . . , Pnq est une base
de KnrXs.

Remarque 15. Un des avantages principaux du fait de travailler en dimension finie est la possibilité
d’utiliser le principe de récurrence pour faire des preuves.

Dans la suite de cette partie, on suppose E,F de dimensions finies respectives n,m P N.

Proposition 16. Soient E1 et E2 deux sous-espaces de E. Alors dimpE1`E2q “ dimpE1q`dimpE2q´

dimpE1 X E2q.

Corollaire 17. ASSE :

1. E “ E1 ‘ E2 ;

2. n “ dimpE1q ` dimpE2q et E1 X E2 “ t0u ;

3. n “ dimpE1q ` dimpE2q et E “ E1 ` E2.

Proposition 18. • dimpE ˆ F q “ n ` m ;

• dimpLpE,F qq “ nm

2 Rang.
([Gri90],[Gou21],[Cia00])

2.1 Familles de vecteurs et applications linéaires.

Définition 19. Soit pxiqiPI une famille de vecteurs de E. Le rang de pxiqiPI est la dimension de
Vectpxi, i P Iq. On le note rgpxi, i P Iq.

Exemple 20. rgpp1, 0, 0q; p0, 1, 0q; p1, 1, 0qq “ 2 dans R3.

Proposition 21. Si I est fini alors rgpxi, i P Iq ď |I| avec égalité ssi pxiqiPI est libre.

Définition 22. Si f P LpE,F q, on appelle rang de f , noté rgpfq, la dimension du sev fpEq de F .

Exemple 23. Si f : R3 Ñ R3

px, y, zq ÞÑ px ´ y, x ´ z, y ´ zq

, alors rgpfq “ 2.

Théorème 24 (du rang). Soit f P LpE,F q. Si S est un supplémentaire de kerpfq dans E, alors
f induit un isomorphisme S „ÝÑ fpEq. En particulier, si dimpEq ă `8, alors f est de rang fini et
rgpfq ` dimpkerpfqq “ dimpEq.

Corollaire 25. Si n “ m, alors f bijective ô f injective ô f surjective.

Contre-exemple 26. Dans RrXs, P ÞÑ P 1 est surjective non injective et P ÞÑ XP est injective non
surjective.

Proposition 27. Si f P LpE,F q et g P LpF,Gq, alors rgpg ˝ fq ď minprgpfq, rgpgqq.
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2.2 Matrices.

Définition 28. Soit M P Mm,npKq, on appelle rang de M , noté rgpMq, le rang de l’endomorphisme
uM : Kn Ñ Km canoniquement associé.

Proposition 29. Notons C1, . . . , Cn P Kn les colonnes de M et L1, . . . , Lm P Km les lignes de M .
Alors, rgpMq “ rgpC1, . . . , Cnq “ rgpL1, . . . , Lmq. En particulier, rgpMq ď minpm,nq.

Remarque 30. Cette proposition est une conséquence immédiate du corollaire 39 qui arrive plus
tard.

Définition 31. Soit M P Mm,npKq et L1, . . . , Lm ses lignes. Si Li est non nulle, on appelle pivot de
la ligne Li le coefficient non nul le plus à gauche sur Li.
On dira que M est échelonnée réduite par lignes lorsque :

• Toutes les lignes nulles de M sont situées en bas.

• Les pivots des lignes non nulles sont égaux à 1.

• Si Li est une ligne non nulle avec i ě 2, alors le pivot de Li´1 est situé strictement à gauche
de celui de Li.

• Les coefficients situés au dessus d’un pivot sont tous nuls.

Exemple 32.

¨

˝

0 1 2 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

˛

‚ est échelonnée réduite selon les lignes.

Remarque 33. Il est facile de calculer kerpuMq lorsque M est une matrice échelonnée réduite se-
lon les lignes en regardant les colonnes ne contenant pas de pivot. Dans l’exemple précédent, on a
kerpuMq “ Vectpe1, e3 ´ 2e2, e5 ´ e2 ´ e4q où pe1, . . . , e5q est la base canonique de R5.

Définition 34. Deux matrices sont dites équivalentes par lignes lorsque l’on peut passer de l’une
à l’autre par des opérations élémentaires sur les lignes.

Proposition 35. Si M et M 1 sont équivalentes par lignes, alors kerpuMq “ kerpuM 1q et donc rgpMq “

rgpM 1q.

Proposition 36 (Pivot de Gauss). L’algorithme suivant permet de transformer M P Mm,npKq en
une matrice échelonnée réduite selon les lignes via des opérations élémentaires sur les lignes (en
particulier, M est équivalente par lignes à la matrice obtenue au final).

1. M s’écrit par blocs M “

ˆ

M1 ˚

0 M2

˙

avec M1 une matrice échelonnée réduite selon les

lignes (initialement, on prend M1 la matrice vide que l’on considère échelonnée réduite selon
les lignes par convention). Si M2 est nulle ou vide, l’algorithme est fini. Sinon, on écrit M2 “
´

0 ´ 0C
p2q

i ´ C
p2q

k

¯

avec C
p2q

i une colonne non nulle.

2. Notons m1 le nombre de lignes de M1, on permute les lignes de M d’indice ą m1 pour ramener
un coefficient non nul λ P Kˆ de C

p2q

i sur la ligne m1 ` 1. On multiplie ensuite cette ligne par
λ´1 pour obtenir un 1 au croisement de la colonne C

p2q

i et de la ligne m1`1. On retranche enfin
un certain multiple de la ligne m1 `1 à toutes les autres lignes pour annuler les coefficients sur
la colonne contenant Cp2q

i (ces opérations n’ont aucun effet sur les colonnes à gauche de M2).
On a alors obtenu une nouvelle matrice M 1 équivalente par lignes à M de la forme

M 1 “

¨

˚

˝

M1
0
p
0

0´ 0 1
˚

0 M 1
2

˛

‹

‚

. On retourne alors en i. avec cette nouvelle forme.
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Exemple 37. Pivot de Gauss en annexe.

Proposition/Définition 38. Deux matrices A,B P Mm,npKq sont dites équivalentes lorsqu’il existe
P P GLmpKq, Q P GLnpKq telles que A “ PBQ. C’est une relation d’équivalence sur Mm,npKq.

Proposition 39. Si rgpMq “ r, alors M est équivalente à Jr “

ˆ

Ir 0
0 0

˙

P Mm,npKq. En particulier,

le rang est un invariant total pour la relation d’équivalence qu’on vient de définir.

Corollaire 40. rgpMq “ rgptMq

Définition 41. Soient M P Mm,npKq, I Ď rr1;mss, J Ď rr1;nss. La matrice extraite associée est
MI,J – pmi,jq iPI

jPJ
.

Proposition 42. Le rang de M est égal à la taille maximale d’une matrice extraite carrée inversible.

3 Applications.

3.1 Dualité.

([Gri90], [Gou21])
(Il faut peut-être enlever cette partie pour gagner un peu de place)
On suppose que E est de dimension n P N˚.

Définition 43. Le dual de E est l’espace LpE,Kq des formes linéaires sur E, on le note E˚.

Proposition/Définition 44. Si pe1, . . . , enq est une base de E, on définit la famille de formes
linéaires pe˚

1 , . . . , e
˚
nq P pE˚qn par e˚

i pejq “ δij. pe˚
1 , . . . , e

˚
nq est alors une base de E˚, on l’appelle base

duale de pe1, . . . , enq.

Corollaire 45. dimpE˚q “ dimpEq

Exemple 46. La base duale de p1, . . . , Xnq dans RnrXs est pP ÞÑ
P pkqp0q

k!
, k P J0;nKq. Dans RrXs˚,

la famille pP ÞÑ
P pkqp0q

k!
, k P Nq est toujours libre mais pas génératrice : pP ÞÑ P p1qq R VectpP ÞÑ

P pkqp0q

k!
, k P Nq.

Théorème 47. Soient φ1, . . . , φp P E˚ avec rgpφ1, . . . , φpq “ r, alors dim

ˆ

p
Ş

i“1

kerpφiq

˙

“ n ´ r.

Réciproquement, si F est un sev de dimension n´r de E, alors il existe φ1, . . . , φr P E˚ linéairement

indépendantes tq F “
r

Ş

i“1

kerpφiq.

Corollaire 48. L’ensemble des solutions d’un système linéaire homogène à n lignes et m inconnues
et de dimension au moins m ´ n.

3.2 Extensions de corps.

([Goz09])

Définition 49. Soient K et L deux corps. On dit que L est une extension de K lorsqu’on a une
injection K ãÑ L. On note alors L{K pour signifier que K peut alors être vu comme un sous-corps de
L.

Définition 50. Le degré de l’extension L{K est la dimension de L en tant que K-espace vectoriel.
On le note rL : Ks. On dit que l’extension L{K est finie lorsque rL : Ks est fini.
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Théorème 51 (Base télescopique). Supposons que M{L et L{K soient deux extensions finies avec
py1, . . . , ymq une L-base de M et px1, . . . , xlq une K-base de L. Alors, pxiyjqpi,jqPJ1;lKˆJ1;mK est une K-base
de M. En particulier, rM : Ks “ rM : LsrL : Ks.

Définition 52. Soit L{K une extension de corps et x P L. On dit que x est algébrique sur K lorsqu’il
existe P P KrXszt0u tel que P pxq “ 0. tP P KrXs, P pxq “ 0u est alors un idéal non nul de KrXs

qui est donc engendré par un unique polynôme unitaire µx,K. Le polynôme µx,K est appelé polynôme
minimal de x sur K.

Proposition 53. Soit L{K une extension de corps et x P L. Alors, x est algébrique sur K ssi
rKpxq : Ks ă 8. Dans ce cas, on a rKpxq : Ks “ degpµx,Kq.

Proposition 54. Soit L{K une extension de corps. L’ensemble des nombres algébriques sur K dans
L est un corps.

Proposition/Définition 55. Soit K un corps et G un sous-groupe de l’ensemble AutpKq des auto-
morphismes de corps de K. On note KG – tx P K, @g P G, gpxq “ xu. KG est alors un sous-corps de
K, on l’appelle corps fixe de G.

Proposition/Définition 56. Soient L{K et M{K deux extensions de corps. On note
HomKpL,Mq – tf P HompL,Mq, @x P K, fpxq “ xu. Si L “ M, on note HomKpLq – HomKpL,Lq et
AutKpLq – AutpKq X HomKpLq. Ce dernier ensemble est un sous-groupe de AutpLq.

D1

Lemme 57. Si L{K est une extension finie et M{K une extension quelconque, alors |HomKpL,Mq| ď

rL : Ks.

Théorème 58 (d’Artin). Si G est un sous-groupe fini de AutpKq, alors rK : KGs ď |G|. En particulier,
G “ AutKGpKq et l’inégalité précédente est en fait une égalité.

[Les+20], 21

3.3 Polynômes et corps finis.

([Goz09] [Rom21])
Soit K un corps.

Définition 59. On appelle sous-corps premier de K le plus petit sous-corps de K et on le note K0.

Proposition/Définition 60. φ : Z Ñ K
k ÞÑ k.1

est un morphisme d’anneau. Son noyau est de la

forme nZ avec n “ 0 ou n P P. On note n “ carpKq et on l’appelle la caractéristique de K. On
dit que K est de caractéristique non nulle lorsque n “ p P P. De plus, φ induit un isomorphisme
φ̄ : FracpZ{nZq „ÝÑ K0.

Proposition 61. Si |K| ă 8, alors :

1. carpKq “ p P P et donc K0 » Fp – Z{pZ ;

2. |K| “ pn avec n P N˚.

Définition 62. Soit P P KrXs. Un corps de décomposition de P sur K est une extension L{K
telle que P soit scindé sur L et L “ Kpα1, . . . , αnq où α1, . . . , αn sont les racines de P dans L.
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Théorème 63. Il existe un corps de décomposition de P sur K, unique à K-isomorphisme près. On
le note DKpP q et on a rDKpP q : Ks ď pdegP q!.

Dans la suite on note q “ pn avec p P P et n P N˚.

Théorème 64. DFppXq ´ Xq est un corps à q éléments. Réciproquement, si |K| “ q, alors K “

DK0pXq ´Xq. En particulier, il existe un unique corps de cardinal q à isomorphisme près, on le note
Fq.

Théorème 65. 1. Si K est un sous-corps de Fq, alors il existe d |n tel que |K| “ pd ;

2. @d |n, il existe un unique sous-corps K de cardinal pd de Fq. On a K “ tx P Fq, x
pd “ xu.

D2

Théorème 66 (Algorithme de Berlekamp). Soit P “ P1 . . . Pr P FqrXs avec P1, . . . , Pr irréductibles
2 à 2 premiers entre eux. On note SP : FqrXs{pP q Ñ FqrXs{pP q

Q ÞÑ Q
q

“ QpXqq

, c’est une application Fq-

linéaire. On a alors r “ dimpkerpSP ´ idqq “ degpP q ´ rgpSP ´ idq. Si de plus r ě 2 et V P

kerpSP ´ idqzFq, alors P “
ś

αPFq

pgcdpP, V ´ αq est une décomposition non triviale de P .

Lemme 67. Soit P P FqrXs, alors :

1. pgcdpP, P 1q “ 1 ô P n’a pas de facteur carré.

2. pgcdpP, P 1q “ P ô DR P FqrXs, P “ Rp.

3. Si on est dans aucun des deux cas précédents, alors P “ pgcdpP, P 1q.
P

pgcdpP, P 1q
est une

décomposition non triviale de P .

(L’algo suivant est sûrement à mettre en annexe).

Algorithme 68 (de factorisation d’un polynôme P P FqrXs). Soit P P FqrXs.
.Si P est constant :
. Fin de l’algorithme.
.Sinon :
. On calcule D – pgcdpP, P 1q.
. Si D “ 1 :
. On applique l’algorithme de Berlekamp à P .
. Si D “ P :
. On trouve R P FqrXs tq P “ Rp (il suffit de mettre les coefficients de P à la puissance pn´1).
. On applique l’algorithme à R.
. Sinon :
. On applique l’algorithme à D et

P

D
.

[BMP05], V.3.2 et [Dem09], IX.6
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