
Leçon 144 : Racines d’un polynôme. Fonctions symétriques
élémentaires. Exemples et applications

Matei Lefebvre

2025/2026

1 Racines d’un polynôme.

1.1 Multiplicités.

[Gou21], II.2.1-3 et [Ber20], XIV.6
„ 10 items.
Suivre le Gourdon en généralisant pour des anneaux commutatifs unitaires intègres (définir l’évalua-
tion P pxq pour P P ArXs, x P B avec A Ď B). On peut regarder dans le Berhuy aussi pour avoir des
trucs plus généraux.

1.2 Polynômes scindés.

[Gou21], II.2.2
„ 5 items.
Définition polynôme scindé, théorème de d’Alembert-Gauss, application pour la description des ir-
réductibles de C et R. Rajouter un ou deux exemples.

1.3 Applications en algèbre linéaire.

[MM22], V.1-2
„ 5 items.
Valeurs propres = racines de µu = racines de χu. Caractérisation de la diagonalisabilité (polynôme
annulateur SARS), et de la trigonalisabilité (χu scindé). Un ou deux exemples.

2 Polynômes symétriques.
[Gou21], II.2.2 et II.4.2 et [Ulm18], II.4
„ 5 items.
Définition des polynômes symétriques/symétriques élémentaires. Relations coefficients/racines. Théo-
rème fondamental des polynômes symétriques (la preuve est dans le Ulmer). Un ou deux exemples
et application au fait que les entiers algébriques forment un sous-anneau de C.
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3 Théorie des corps.

3.1 Nombres algébriques.

[Goz09], III.1 et IV.1 et [Per96], III.1
„ 10 items.
Suivre le Gozart pour la définition des nombres algébriques en allant un peu plus vite mais en
rajoutant quelques exemples. Donner la définition des nombres constructibles, quelques exemples, le
fait que les nombres constructibles forment un corps stable par racine carré, le théorème de Wantzel
et le développement 2 (polygônes constructibles). D1

Théorème. 1. Soit n ě 3 et n “ pα1
1 . . . pαk

k sa décomposition en facteurs premiers. Alors, e
2iπ
n

est constructible si et seulement si les e

2iπ

p
αj
j sont constructibles ;

2. @α P N, e
2iπ
2α est constructible ;

3. Soient p ě 3 un nombre premier et α P N˚. Alors, e
2iπ
pα est constructible si et seulement si α “ 1

et p est un nombre premier de Fermat (i.e. de la forme p “ 2m ` 1).

[Car01], IV.2 et X.4.1

3.2 Adjonction de racines.

[Goz09], V et [Per96], III.1.c
„ 10 items.
Corps de Rupture, existence et unicité, exemple. Idem pour corps de décomposition et clôture algé-
brique.

3.3 Corps finis.

[Goz09], VII et [Per96], III.2
„ 5 items.
Existence et unicité d’un corps fini, construction pratique comme corps de rupture, Fq “ ZpXq ´Xq

dans une clôture algébrique.

4 Localisation des racines.
[CP22], I.3.3, [BMP05], I.2.2 et [Rom19], VI.2
„ 5-10 items.
Théorème de Rolle, méthode de la puissance itérée et de la puissance inverse (puissance itérée ap-
pliquée à pM ´ µq´1), théorème de Gauss-Lucas, borne de Cauchy, disques de Gershgorin, régularité
des racines. DEV 2 : quadrature de Gauss (la méthode se base fondamentalement sur la connaissance
des racines du n-ième polynôme orthogonal). D2

Théorème. Pour P P RrXs, on note IpP q :“
ş1

´1
P ptqdt et on munit RrXs du produit scalaire

xP,Qy “ IpPQq. On notera pPkqkě0 la base orthonormée obtenue à partir du procédé de Gram-
Schmidt sur pXkqkě0.

2



1. Soit n ě 1. Pn possède n racines simples distinctes ´1 ă α1 ă . . . ă αn ă 1 ;

2. Soient pLiq1ďiďn les polynômes interpolateurs de Lagrange associés aux pαiq1ďiďn et λi :“ IpLiq.

Alors, @P P R2n´1rXs, IpP q “ Snppq :“
n
ř

i“1

λiP pαiq. De plus, λi ą 0.

Corollaire. On prolonge la définition de I et Sn aux f continues. Alors, @f P C2npr´1; 1sq, |Ipfq ´

Snpfq| ď
4M

p2n ` 1q!
où M “ supr´1;1s |f p2nq|.

[Cal24], X.4
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