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1 Notion de PGCD et PPCM.

1.1 Dans un anneau quelconque.

[Rom21], VIII.2
„ 7 items.
définition pgcd, éléments premiers entre-eux | exemple | définition anneau à pgcd | homogénéité pgcd
| théorème de Gauss | définition ppcm | cas des anneaux à pgcd

1.2 Dans un anneau principal.

[Ber20], XIV.4, XVII.2-3 et XV.3
„ 5 items.
définition anneau principal | exemple | relations de Bézout, existence de pgcd, ppcm | caractérisation
éléments premiers entre eux | exemple

1.3 Dans un anneau factoriel.

[Ber20], XVII.2 et XVII.5
„ 7 items.
définition anneau factoriel | principal ñ factoriel | exemples | irréductible ñ premier (Euclide) |
théorème de Gauss | existence pgcd, ppcm | contre-exemple : DEV 1 D1

Lemme. @|z| ď 1, @p P N : |1 ´ Eppzq| ď |z|p`1 où Eppzq “ p1 ´ zq exp

ˆ

p
ř

k“1

zk

k

˙

.

Théorème. Soit panq P CN une suite injective sans point d’accumulation telle que an ‰ 0 @n. Soit

mn P pN˚qN et notons pznq la suite où chaque an est répété mn fois. Soit f : z ÞÑ
`8
ś

n“1

En

ˆ

z

zn

˙

. Alors

f est bien définie, holomorphe sur C et ses zéros sont exactement les an, d’ordres respectifs mn.

[Rud20], XV.2
Remarque : si on a du temps on peut également faire la démonstration pour un ouvert quelconque
de C mais ça nécessite d’admettre certaines choses sur les fonctions holomorphes sur la sphère de
Riemann. On peut également montrer comme corollaires presque immédiats de ce théorème le théo-
rème de factorisation de Weierstrass et le fait que MpCq “ FracpHpCqq.
Remarque pour cette leçon : pour cette leçon, mettre en corollaire que HpCq est un anneau à
pgcd non factoriel.
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2 Cas d’un anneau euclidien : existence d’algorithmes.
[Ber20], XVII.3
„ 6 items.
définition anneau euclidien | exemples | euclidien ñ principal | corollaires | algorithme d’Euclide
étendu | exemple

3 Applications.

3.1 Théorème des restes chinois.

[Rom21], VIII.3 et X.3-4
„ 4 items.
théorème chinois | corollaire : multiplicativité de φ, formule explicite | équations diophantiennes,
systèmes | exemple

3.2 Anneaux de polynômes.

[Per96], II.4.a
„ 9 items.
KrXs euclidien, unicité de la D.E | exemple | ArXs principal ô A corps | définition contenu, polynômes
primitifs | lemme de Gauss | factorialité de ArXs, irréductibles | exemples | P sans facteur carré ô

P ^ P 1 “ 1 | DEV 2 D2

Théorème (Algorithme de Berlekamp). Soit P “ P1 . . . Pr P FqrXs avec P1, . . . , Pr irréductibles 2 à
2 premiers entre eux. On note SP : FqrXs{pP q Ñ FqrXs{pP q

Q ÞÑ Q
q

“ QpXqq

, c’est une application Fq-linéaire.

On a alors r “ dimpkerpSP ´ idqq “ degpP q ´ rgpSP ´ idq. Si de plus r ě 2 et V P kerpSP ´ idqzFq,
alors P “

ś

αPFq

pgcdpP, V ´ αq est une décomposition non triviale de P .

Lemme. Soit P P FqrXs, alors :

1. pgcdpP, P 1q “ 1 ô P n’a pas de facteur carré.

2. pgcdpP, P 1q “ P ô DR P FqrXs, P “ Rp.

3. Si on est dans aucun des deux cas précédents, alors P “ pgcdpP, P 1q.
P

pgcdpP, P 1q
est une

décomposition non triviale de P .

(L’algo suivant est sûrement à mettre en annexe).

Algorithme (de factorisation d’un polynôme P P FqrXs). Soit P P FqrXs.
.Si P est constant :
. Fin de l’algorithme.
.Sinon :
. On calcule D – pgcdpP, P 1q.
. Si D “ 1 :
. On applique l’algorithme de Berlekamp à P .
. Si D “ P :
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. On trouve R P FqrXs tq P “ Rp (il suffit de mettre les coefficients de P à la puissance pn´1).

. On applique l’algorithme à R.

. Sinon :

. On applique l’algorithme à D et
P

D
.

[BMP05], V.3.2 et [Dem09], IX.6
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