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1 Algébricité.

1.1 Nombres rationnels.

[Duv07], I et II.1
„ 10-15 items.
Définition des nombres rationnels,

?
d, e, π irrationnels, approximation diophantiennes, développe-

ments p-adiques. (suivre le Duverney).

1.2 Nombres algébriques et transcendants.

[Duv07], IX.1 et IX.3 et [Goz09], III
„ 10-15 items.
Définition nombre algébrique/transcendant, polynôme minimal, Q est un corps (plutôt dans le Go-
zard). Critère de Liouville pour les nombres transcendants.

2 Exemples d’extensions algébriques de Q.

2.1 Extensions cyclotomiques.

[Per96], III.4 et [Goz09], VI.1
„ 10 items.
Les deux livres sont très bien pour cette partie. Le Perrin a peut-être un peu plus d’applications,
notamment la version faible du théorème de la progression arithmétique de Dirichlet, qui rentre très
bien dans cette leçon.

2.2 Nombres constructibles.

[Goz09], IV et [Car01], II.1
„ 10 items.
Définition des nombres constructibles (complexes et réels) | quelques exemples de constructions |
théorème de Gauss-Wantzel | corollaire : algébrique de degré une puissance de 2 | problèmes des
grecs : quadrature du cercle, duplication du cube et trisection de l’angle | polygones constructibles :
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Théorème. 1. Soit n ě 3 et n “ pα1
1 . . . pαk

k sa décomposition en facteurs premiers. Alors, e
2iπ
n

est constructible si et seulement si les e

2iπ

p
αj
j sont constructibles ;

2. @α P N, e
2iπ
2α est constructible ;

3. Soient p ě 3 un nombre premier et α P N˚. Alors, e
2iπ
pα est constructible si et seulement si α “ 1

et p est un nombre premier de Fermat (i.e. de la forme p “ 2m ` 1).

[Car01], IV.2 et X.4.1

3 Anneaux de la forme Zrωs.
[Per96], II.5-6 et [Duv07], V.1-2
„ 5 items.

Z

„

1 ` i
?
19

2

ȷ

principal non euclidien | Zris et le théorème des deux carrés | corps de nombres

quadratiques | entiers d’un corps de nombres quadratiques | formes de l’anneau des entiers selon la
congruence de d modulo 4. Dbonus

Théorème. Z

„

1 ` i
?
19

2

ȷ

est un anneau principal non euclidien.

[Per96], II.5

D2

Théorème. 1. Soit p P P. Alors, p est somme de deux carrés ô p n’est pas irréductible dans Zris
ô p “ 2 ou p ” 1r4s.

2. Soit n “
ś

pPP pvppnq ě 2. Alors, n est somme de deux carrés si et seulement si @p ”

3r4s, vppnq P 2N.

3. Les irréductibles de Zris sont, aux inversibles près, les p P P avec p ” 3r4s et les z P Zris avec
Npzq P P.

[Per96], II.6
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