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1 Généralités.

1.1 Extensions de corps.

[Goz09], II.1
„ 11 items.
définition extension | remarque : abusivement un sous-corps | exemples | structure de k-algèbre |
définition degré | exemples | base télescopique | définition sous-extension | définition sous-extension
engendrée, extension monogène | écriture comme corps de fraction | extension finie est de type fini

1.2 Éléments algébriques et transcendants.

[Per96], III.1.a
„ 10 items.
définition algébrique, transcendant | définition polynôme minimal | exemples | polynôme minimal est
irréductible, définition degré | caractérisation éléments algébriques | définition extension algébrique :
exemple : extension finie | sous-corps des algébriques | exemple : algébriques sur Q | définition algé-
briquement clos | D’Alembert-Gauss

1.3 Morphismes de corps.

[Goz09], II.2 et [Les+20], 21
„ 9 items.
définition AutpKq | définition k-morphisme, AutpK{kq | AutpKq groupe et AutpK{kq sous-groupe |
exemples | AutpKq “ AutpK{K0q | lien extensions d’un morphisme sur Krαs et conjugués de α |
majoration nombre de k-morphismes | définition sous-corps fixe | DEV bonus : Artin Dbonus

Lemme. Si L{K est une extension finie et M{K une extension quelconque, alors |HomKpL,Mq| ď rL :
Ks.

Théorème (d’Artin). Si G est un sous-groupe fini de AutpKq, alors rK : KGs ď |G|. En particulier,
G “ AutKGpKq et l’inégalité précédente est en fait une égalité.

[Les+20], 21
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2 Extensions particulières.

2.1 Corps de rupture et de décomposition.

[Goz09], V.1-2
„ 8 items.
définition corps de rupture | exemples | existence, unicité | critères irréductibilité polynômes |
exemples | définition corps de décomposition | exemples | existence, unicité

2.2 Corps finis.

[Per96], III.2 et [Goz09], VII
„ 9 items.
caractéristique | morphisme de Frobenius | exemples | existence, unicité corps finis | groupe multi-
plicatif est cyclique | élément primitif | écriture d’un corps fini comme corps de rupture | exemple |
DEV 1 | sous-corps d’un corps fini D1

Théorème (Algorithme de Berlekamp). Soit P “ P1 . . . Pr P FqrXs avec P1, . . . , Pr irréductibles 2 à
2 premiers entre eux. On note SP : FqrXs{pP q Ñ FqrXs{pP q

Q ÞÑ Q
q

“ QpXqq

, c’est une application Fq-linéaire.

On a alors r “ dimpkerpSP ´ idqq “ degpP q ´ rgpSP ´ idq. Si de plus r ě 2 et V P kerpSP ´ idqzFq,
alors P “

ś

αPFq

pgcdpP, V ´ αq est une décomposition non triviale de P .

Lemme. Soit P P FqrXs, alors :

1. pgcdpP, P 1q “ 1 ô P n’a pas de facteur carré.

2. pgcdpP, P 1q “ P ô DR P FqrXs, P “ Rp.

3. Si on est dans aucun des deux cas précédents, alors P “ pgcdpP, P 1q.
P

pgcdpP, P 1q
est une

décomposition non triviale de P .

(L’algo suivant est sûrement à mettre en annexe).

Algorithme (de factorisation d’un polynôme P P FqrXs). Soit P P FqrXs.
.Si P est constant :
. Fin de l’algorithme.
.Sinon :
. On calcule D – pgcdpP, P 1q.
. Si D “ 1 :
. On applique l’algorithme de Berlekamp à P .
. Si D “ P :
. On trouve R P FqrXs tq P “ Rp (il suffit de mettre les coefficients de P à la puissance pn´1).
. On applique l’algorithme à R.
. Sinon :
. On applique l’algorithme à D et

P

D
.

[BMP05], V.3.2 et [Dem09], IX.6
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2.3 Extensions cyclotomiques.

[Goz09], VI.1
„ 9 items.
définition racines primitive (dans C), cardinal | obtention des autres racines primitives | définition
corps cyclotomique | définition polynôme cyclotomique | Xn ´ 1 “

ś

d|n

Φd | Φn P ZrXs | formule pour

Φpn | Φn irréductible sur Q | corollaire : polynôme minimal

3 Nombres constructibles à la règle et au compas.
[Goz09], IV et [Car01], II.1
„ 6 items.
Définition des nombres constructibles (complexes et réels) | quelques exemples de constructions |
théorème de Gauss-Wantzel | corollaire : algébrique de degré une puissance de 2 | problèmes des
grecs : quadrature du cercle, duplication du cube et trisection de l’angle | polygones constructibles :
DEV 2 D2

Théorème. 1. Soit n ě 3 et n “ pα1
1 . . . pαk

k sa décomposition en facteurs premiers. Alors, e
2iπ
n

est constructible si et seulement si les e

2iπ

p
αj
j sont constructibles ;

2. @α P N, e
2iπ
2α est constructible ;

3. Soient p ě 3 un nombre premier et α P N˚. Alors, e
2iπ
pα est constructible si et seulement si α “ 1

et p est un nombre premier de Fermat (i.e. de la forme p “ 2m ` 1).

[Car01], IV.2 et X.4.1
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