Lecon 106 : Groupe linéaire d'un espace vectoriel de
dimension finie E, sous-groupes de GL(FE). Applications.
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1 Groupe linéaire et groupe spécial linéaire.

1.1 Deéfinitions et premiéres propriétés.

[Szp+09]|, TIT.VIIL.1.1-2

~ 6 items.

définitions GL(FE), GL,(K) | remarque : naturellement défini par une action | isomorphisme en fixant
une base | caractérisations de v € GL(F) | définition SL(E), SL,(K) | s.e.c. 1 - SL(E) — GL(E) —
K* — 1, scindage, produit semi-direct

1.2 Générateurs de GL(F) et SL(FE).

Szp-+09], IILVILL3 et [Rom21], VL1

~ 8 items.

définition dilatation, réflexion | caractérisations | comportement vis-a-vis de la conjugaison | définition
transvection | caractérisations | comportement vis-a-vis de la conjugaison | générateurs de SL(E) et
GL(FE) | remarque sur le pivot de Gauss, exemple en annexe

1.3 Centre et commutateurs.

[Szp+09]|, IIT.VIL.1.4 et [Per96], IV.3

~ 6 items.

homothétie < laisse stable toutes les droites | centres de GL,, et SL,, | définitions PGL et PSL
| 1 > PSL(E) - PGL(E) — K*/(K*)® — 1 | groupes dérivés | simplicité de PSL,, selon les cas
(admis)

1.4 Propriétés caractéristiques au corps de base.

[Per96], IV.5 et [Szp+09], IILVIL1.5-6

~ 6 items.

cardinaux dans le cas des corps finis | dans GL,(C) : fini < exposant fini | GL,(K) ouvert dense de
M,(K) (K =R ou C) | composantes connexes de GL,(R) | connexité de GL,(C),SL,(R),SL,(C) |
homéomorphismes GL,,(C) ~ C* x SL,(C), GL}(R) ~ R% x SL,(R)

2 Groupe orthogonal

On suppose car(K) # 2.



2.1 Cas général.

Szp+09], ILVIL.2.1

~ 12 items.

action GL(E) —~ Q(E), f.q. équivalentes | définition O(q) | traduction matricielle | exemple : O,(R) |
det(u) = £1 | définition SO(q) | exemple : DEV bonus | définition symétries orthogonales | exemple :

réflexions, retournements | comportement vis-a-vis de la conjugaison | générateurs O(q), SO(q) |
centres de O(q), SO(q) Dbon

Théoréme. Sip est impair alors :

Z/(g—1)Z si —1eF*?
502(Fy) ~ { Z/(q+1)Z si —1¢F:?
De plus, SOy(Fan) ~ (Z/2Z)™.

[CG18], VIIL3

2.2 L’espace euclidien canonique, premiers résultats.

[Per96)], L5, [Szp+09], IILVIL2.2 et [MM22], X.2

~ 6 items.

S, — GL,(K), déterminant | corollaire : existence d'un p-Sylow | 1 — SO,, — O,, — Z/2Z — 1 |
isométries en dimension 2 | DEV 1 | réduction générale D1

Théoréme. Soit ¢ : (S!,.) — (GL,(R), x) un morphisme de groupes continu.
Alors, 3Q € GL,(R),3r € N, 3ky, ..., k. € N* tels que
Rtkl

Rig,

vt e R, p(eh) = Q 1 O, oi Ry = (cos& —sm@)‘

sinf cos@

[FGNO09], IV.29

2.3 Etude approfondie de O,(R) et SO,(R).

Szp+09], TILVIL2.2
~ D items.
SOy(R) ~ R/2Z | DEV 2 | O,(R) compact | sous-groupes compacts de GL,(R) | SO, (R) cpa D2

Théoréme. SO5(R) est simple.

[CP22], 115
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