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Critére d’Eisenstein

Lecons : 122, 125, 141
Référence : X. Gourdon, Algebre, 3° édition.

On rappelle que pour P € Z[X]|\ {0}, le contenu de P, noté c(P), est le pged des coefficients
de P.

Lemme 1 (Lemme de Gauss). Soit P,Q € Z[X]. Alors,

o(P) (@) = c(PQ).
Démonstration. On a P, = T;)P et Q1 = %@)Q dans Z[X], et ¢(Py) = ¢(Q1) = 1.

Si c(P1@Qq) > 1 alors il existe p premier tel que p | ¢(P;@1). Donc p divise tous les coefficients
de PQ;. Donc, p | ¢(Py) ou p | ¢(Q1), ce qui est absurde car ¢(Py) = ¢(Q1) = 1 et p est premier.
Donc,

C(PlQl) =1.

Donc,

o(PQ) = c(c(P) P c(Q)Q1)
= c(P) Q).

CQFD
Lemme 2. Si ¢ est irréductible dans Z[X], alors ¢ est irréductible dans Q[X].

Démonstration. Soit ¢ € Z[X]. Notons ¢ = PQ. Montrons que P ou @) est constant.
Soit «, 5 € N* tels que P = aP et ()1 = fQ soient dans Z[X]. Donc,

P1Q1 = afPQ = afyp.

Par le lemme de Gauss,

aff c(p) = c(Pr) e(Qu)-

Posons alors P, = 0(171)]31 et Oy = @Ql. Py, Qs € Z[X] et,
afp = PiQ1 = c(P1) c(Q1) Q2

= afc(p) PQs.

¢ est irréductible sur Z donc ¢(p) P, est constant ou () est constant, non nul. Mais alors P
ou @)1 'est, et donc P ou Q) lest.
Donc,

¢ est irréductible dans Q[X] |

CQFD
Théoréme 3 (Critére d’Eisenstein). Soit P = ZaiXi € Z[X]. Soit p € Z un élément

i=0
premier. On suppose que :
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Q) ptan.
@) p|a;, Vie[0,n—1].
® p*tao.

Alors P est irréductible dans Q[X].

Démonstration. Par contraposée, supposons P réductible dans Q[X]. D’apreés le lemme, P est
donc réductible dans Z[X].

Soit donc @, R € Z[X] tels que P = QR avec deg(Q),deg(R) > 1.

En passant dans Z/pZ, on a donc,

P=a, X"

a b
Notons ) = Z ¢ X" et R= ZriXi. On a alors,
i=0 i=0

P=QR=a,X",

donc,

Q=0X" e R=m7X"

Donc, go = 7o = 0. Done, p | qo, p | 7o, donc p? | goro = ao, ce qui contredit 'hypothese (3).
Donc P est irréductible dans Q[X]. O



