U~ amu Développement d’agrégation — Algébre M. Vincenti

exp : Sp(R) = SFTT(R) est un homéomorphisme

Lecons : 155, 156, 157
Référence : L. Isenmann, T. Pecatte, L’oral a l’agrégation de mathématiques — Une sélection
de développements, Ellipses.

On note S, (R) lespace vectoriel des matrices symétriques réelles de taille n, et S+ (R) le
sous-ensemble des matrices symétriques définies positives.

Théoréme 1. L’application exp réalise un homéomorphisme de S,(R) sur S;F(R).

Démonstration. Etape 1 : exp est bien définie de S,(R) dans S} (R).
Soit A € S,(R). D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O,(R) et D = diag(d,...,d,)
diagonale telles que
A=PDP!' (avec P! ="'P).

On a alors

exp(A) = Pdiag(e®, ..., e%) P
et Vi € [1,n], et > 0, donc exp(A) € S (R).
Etape 2 : exp est surjective.

Soit B € SfT(R). Montrons qu'il existe A € S,(R) tel que B = exp(A4). Comme B €
SH(R), il existe P € O,(R) et D = diag(dy,...,d,), avec d; > 0 pour tout i € [1,n], telles
que

B=pPDP,
Posons alors A = Pdiag(In(d,),...,In(d,)) P~. On a A € S,(R) et exp(A) = B. Donc exp
est surjective.
Etape 3 : exp est injective.
Soit donc A, A" € S,,(R) que I'on peut écrire

A=PDsP' et A =QDsQ7 %,

avec P,Q € O,(R), Dy = diag(dy,...,d,), Da = diag(pq, ..., p,). Supposons que exp(A) =
exp(A’) ; montrons que A = A’

Posons L le polyndome interpolateur de Lagrange tel que L(e%) = d; et L(e*) = p; pour
tout .

Remarque. L est bien défini, car si e/

On a:

i = et alors d; = i , par injectivité de exp : R — R.

L(exp(A)) = L(exp(PD4P™")) = P L(exp(Dy4)) P~! = Pdiag(L(e™), ..., L(e™)) P~ = A.

Mais on a exp(A) = exp(A’), donc L(exp(A’)) = A, et le méme calcul donne aussi L(exp(A’)) =
A Dou A=A
Etape 4 : exp est bicontinue.

exp est continue sur S, (R) (restriction d’une série entiére de rayon de convergence infini)
et bijective de S,,(R) sur S} (R) d’apres les étapes précédentes. Il reste donc & montrer que
exp ' : STT(R) = S,(R) est continue. On utilise la norme ||-|,.
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Soit (B, = exp(4,)), C SF*T(R). Supposons que B, —— B = exp(A). Montrons que
p—ro0
A, — A.

pP—0o0

La suite (B,),>0 converge, donc est bornée : il existe C' > 0 telle que ¥p € N, || B, ||, < C'.
Or, on a

1Byll, = \/p(tB,B,) = \/o(B2) = p(B,),

ol p désigne le rayon spectral (les valeurs propres de B, étant strictement positives). Donc,
max Sp(B,) < C VpeN.

D’autre part, par continuité de l'application X — X!, GL,(R) — GL,(R), on obtient la

convergence Bp_1 —— B~!, donc la suite (Bp_l)peN est bornée également, et ses valeurs propres
p—o0

sont les inverses des valeurs propres des B,. Donc,

3¢’ >0, VaelJsp(B,), A=C.

peN

Alinsi,
U Sp(BP) - [0/70] C]07+OO[7

peN

et par suite,
| Sp(4,) € In(C"),In(C)] C R.

peN

Ainsi, (A4,) est également bornée pour |-||,, donc (A,) admet une valeur d’adhérence. Il
nous reste & montrer qu’il n’y en a qu’une seule.

Soit A une valeur d’adhérence de (A,). Donc il existe une extraction ¢ telle que Ay —
p—o0

A. Mais,
eXp(A@(p)) = BSO(P) ——— B = exp(A),

p—o0

et, par continuité de exp, exp(A, ) —— exp(A).
pP—00

Par unicité de la limite, exp(A) = exp(A), donc, par injectivité (étape 3), A = A.
Ainsi (A,) est une suite bornée dont toute valeur d’adhérence vaut A : elle converge donc
vers A, ce qui termine la preuve. O



