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Soit p un nombre premier.

Proposition 1. Soit n > 0. Dans Fp[X], on a

Xpn −X =
∏
d|n

∏
P∈Ud(p)

P (X),

où Ud(p) est l'ensemble des polynômes unitaires irréductibles de degré d de Fp[X].

Démonstration. Notons Pn = Xpn −X. Soit P un polynôme unitaire, irréductible de degré d
sur Fp.

Lemme 2. (d | n) ⇐⇒ (P | Pn).

Démonstration du lemme. Posons K = Fp[X]/(P ) ∼= Fpd . Notons α = X̄ la classe de X dans
ce quotient. Ainsi K est un Fp-espace vectoriel dont 1, α, . . . , α

d−1 est une base.

(⇒) Supposons que d | n. Montrons que P | Pn.
α ̸= 0 donc α ∈ F∗

pd
, qui est un groupe de cardinal pd − 1, donc, d'après le théorème de

Lagrange, αpd−1 = 1, donc αpd = α. De plus, d | n donc αpn = α, i.e. Pn(α) = 0.
De plus, on a, par construction, P (α) = 0. Supposons que P ne divise pas Pn. Comme P

est irréductible, cela revient à dire pgcd(Pn, P ) = 1, donc, d'après Bézout, il existe A,B tels
que

AP +BPn = 1,

et, en évaluant en α, il vient 0 = 1, ce qui est faux. Donc P | Pn.

(⇐) Supposons P | Pn. Montrons que d | n.
P | Pn et P (α) = 0 donc Pn(α) = 0. De plus, ∀θ̄ ∈ K,

θ̄ =
d−1∑
k=0

akα
k, ak ∈ Fp, ∀k ∈ J0, d− 1K.

D'après le morphisme de Frobenius, on a

θ̄p
n

=
(∗)

d−1∑
k=0

ap
n

k︸︷︷︸
= ak, car ak∈Fp

αpnk =
d−1∑
k=0

ak
(
αpn

)k
=

d−1∑
k=0

akα
k = θ̄,

où la dernière égalité utilise αpn = α (car Pn(α) = 0).
Or, F∗

pd
est cyclique d'ordre pd−1 (cf. annexe), donc il existe x ∈ F∗

pd
d'ordre pd−1. Comme

x ̸= 0, on a, d'après (∗), xpn−1 = 1, donc pd − 1 | pn − 1, donc d | n (cf. annexe). CQFD
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Il reste à se convaincre qu'aucun des facteurs de Pn n'est carré. Mais si P 2 | Pn, alors
P | P ′

n = −1 (car P ′
n = pnXpn−1 − 1 = −1 en caractéristique p).

Finalement, on a bien montré que

Xpn −X =
∏
d|n

∏
P∈Ud(p)

P (X).

□

On peut maintenant passer au dénombrement des polynômes irréductibles unitaires dans
Fp.

Théorème 3. Posons In(p) = #Un(p). On a alors

0 < In(p) =
1

n

∑
d|n

µ
(n
d

)
pd ∼

n→∞

pn

n
,

où µ est la fonction de Möbius.

Démonstration. En considérant les degrés dans le résultat précédent, on obtient

pn =
∑
d|n

d Id(p). (1)

Montrons d'abord que In(p) > 0 : D'une part, on a

pn = n In(p) +
∑
d|n
d<n

d Id(p)

︸ ︷︷ ︸
≥ 0

,

donc In(p) ≤
pn

n
.

En appliquant cette majoration dans la somme initiale, il vient

pn = n In(p) +
∑
d|n
d<n

d Id(p) ≤ n In(p) +
∑
d|n
d<n

d
pd

d

≤ n In(p) +

⌊n/2⌋∑
d=0

pd = n In(p) +
p⌊n/2⌋+1 − 1

p− 1
,

donc

In(p) ≥
pn − p⌊n/2⌋+1 + 1

n
> 0.

Donc il existe des polynômes irréductibles unitaires de tout degré.

Montrons maintenant l'équivalent :

Lemme 4 (Inversion de Möbius). Soit f : N∗ → C, et F (n) =
∑
d|n

f(d). Alors,

f(n) =
∑
d|n

µ
(n
d

)
F (d).
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Démonstration du lemme. Par dé�nition de µ, on a µ ∗ 1(n) = δn, donc F = f ∗ 1, donc
F ∗ µ = f ∗ 1 ∗ µ = f ∗ δ = f . CQFD

Donc, en appliquant l'inversion de Möbius à (1), il vient

In(p) =
1

n

∑
d|n

µ
(n
d

)
pd.

On a alors

In(p) =
pn

n
+

1

n

∑
d|n
d<n

µ
(n
d

)
pd.

Or, ∣∣∣∣∣∣∣∣
1

n

∑
d|n
d<n

µ
(n
d

)
pd

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

n

∑
d|n
d<n

∣∣∣µ(n
d

)∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤ 1

pd ≤ 1

n

⌊n/2⌋∑
d=0

pd =
1

n
· p

⌊n/2⌋+1 − 1

p− 1
≤ p⌊n/2⌋+1

n
,

d'où

In(p) =
pn

n
+O

(
p⌊n/2⌋+1

n

)
.

□

Annexes

Rappel (théorème de Lagrange) : Soit G un groupe �ni, H ≤ G un sous-groupe. Alors :

(1) #H = #aH, ∀a ∈ G ;

(2) ∀a, b ∈ G, aH ∩ bH = ∅ ou aH = bH ;

(3) G =
⊔
a

aH, donc |G| = k|H| (où k = [G : H]).

Théorème 5. Pour tout corps �ni Fq, F∗
q est cyclique.

Lemme 6. n =
∑
d|n

φ(d).

Démonstration du lemme. Considérons, pour d | n, Cd l'unique sous-groupe de Z/nZ d'ordre
d, et Φd l'ensemble des générateurs de Cd. On a

Z/nZ =
⊔
d|n

Φd,

donc
n =

∑
d|n

#Φd =
∑
d|n

φ(d).

CQFD
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Démonstration du théorème. Posons q−1 = |F∗
q|. Pour d | q−1, notonsNd le nombre d'éléments

de F∗
q d'ordre exactement d. Comme tout élément de F∗

q a un ordre divisant q − 1 (Lagrange),

on a q − 1 =
∑
d|q−1

Nd.

Or, pour d | q − 1, les éléments d'ordre d sont racines de Xd − 1, qui en admet au plus d
dans le corps Fq ; donc Nd ≤ φ(d) (car s'il existe un élément d'ordre d, les racines de Xd − 1
forment un groupe cyclique d'ordre d, dont les éléments d'ordre exactement d sont au nombre
de φ(d) ; sinon Nd = 0 ≤ φ(d)).

Donc q − 1 =
∑
d|q−1

Nd ≤
∑
d|q−1

φ(d) = q − 1 (lemme précédent), d'où égalité terme à terme :

Nd = φ(d) pour tout d | q − 1. En particulier, Nq−1 = φ(q − 1) ≥ 1, donc il existe un élément
d'ordre q − 1 : F∗

q est cyclique. □

Théorème 7. Si pd − 1 | pn − 1, alors d | n.

Démonstration. Notons n = qd+ r avec 0 ≤ r ≤ d− 1. Supposons r > 0. On a

pn − 1 = pqd+r − 1 = pdq pr − 1 = (pdq − 1) pr + pr − 1

= (pd − 1)
(
pd(q−1) + · · ·+ 1

)
pr + pr − 1.

Donc, pd − 1 | pn − 1 et r > 0 donc d ≤ r, ce qui est faux. Donc d | n. □
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