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Soit p un nombre premier.
Proposition 1. Soit n > 0. Dans F,[X], on a
x"-x=1 ] PX).
dln Pely(p)
ot Uq(p) est l'ensemble des polynomes unitaires irréductibles de degré d de F,[X].

Démonstration. Notons P, = XP" — X. Soit P un polynome unitaire, irréductible de degré d
sur [F,.

Lemme 2. (d|n) <= (P | P,).

Démonstration du lemme. Posons K = F,[X]/(P) = F,.. Notons o = X la classe de X dans
ce quotient. Ainsi K est un F-espace vectoriel dont 1, ..., %! est une base.

(=) Supposons que d | n. Montrons que P | P,.

o # 0 donc a € F,, qui est un groupe de cardinal p? — 1, donc, d’aprés le théoréme de
Lagrange, o ~* = 1, donc a® = a. De plus, d | n donc o" = a, i.e. Py(a)=0.

De plus, on a, par construction, P(«) = 0. Supposons que P ne divise pas P,. Comme P
est irréductible, cela revient a dire pged(P,, P) = 1, donc, d’aprés Bézout, il existe A, B tels
que

AP+ BP, =1,

et, en évaluant en «, il vient 0 = 1, ce qui est faux. Donc P | P,.

(«=) Supposons P | . Montrons que d | n.
P | P, et P(a) =0 donc P,(«) =0. De plus, V0 € K,

d—1
ézZakak, ap € Fp, Vk € [0,d —1].
k=0

D’aprés le morphisme de Frobenius, on a

ot la derniére égalité utilise o?” = o (car P,(a) = 0).
Or, F;d est cyclique d’ordre p? —1 (cf. annexe), donc il existe = € ]F;d d’ordre p?—1. Comme
x # 0, on a, d’aprés (), 27" ! =1, donc p? — 1 | p* — 1, donc d | n (cf. annexe). CQFD

1
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Il reste a se convaincre qu’aucun des facteurs de P, n’est carré. Mais si P? | P,, alors
mn__ , . .
P| P, =—1 (car P, = p"X?"~1 —1 = —1 en caractéristique p).
Finalement, on a bien montré que

x"-x=1[ I P

dln PelUy(p)
]

On peut maintenant passer au dénombrement des polyndémes irréductibles unitaires dans
F,.

Théoréme 3. Posons I,(p) = #U,(p). On a alors

1 n p"
0<I(p) =~ (-)dw v
(p) ndZu 7)o~
ot p est la fonction de Mdbius.

Démonstration. En considérant les degrés dans le résultat précédent, on obtient

p =S dLp). (1)

dln

Montrons d’abord que I,,(p) > 0 : D’une part, on a

P =nl(p)+ Y dlp),
i

——
>0

pn

donc I,(p) < —.
n

En appliquant cette majoration dans la somme initiale, il vient

d
p"=nI(p)+ Y dIyp) < nl,(p) +Zd%

din din
d<n d<n
Ln/2] ln/2]+1
P —1
<nl,(p)+ d=nl,(p) + ——,
< nIn(p) dE_O p (p) P

donc
pn o an/QJJrl +1

n

I,(p) > > 0.

Donc il existe des polynémes irréductibles unitaires de tout degré.

Montrons maintenant 1’équivalent :

Lemme 4 (Inversion de Mébius). Soit f: N* — C, et F(n) = Z f(d). Alors,

dln
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Démonstration du lemme. Par définition de p, on a p* 1(n) = d,, donc F' = f x 1, donc
Fxpu=fxlxu=fxo=f. CQFD

Donc, en appliquant Iinversion de Mobius a (1), il vient

dn
On a alors A
p ny g
L =2 1)
(n) ="~ +nd2u - ) p
d<n
Or,
[n/2]
1 n 1 n 1 1 an/2J+1_1 an/Qj-H
LA ATt ot B
n d n d n n p—1 n
din dn d=0
d<n d<n <1
d’ou e
mp):p—m(p )
n n
O
Annexes

Rappel (théoréme de Lagrange) : Soit G un groupe fini, H < G un sous-groupe. Alors :

(1) #H = #aH,Va € G ;
(2) Ya,b e G,aHNbH =) ou aH = bH ;

(3) G =| |aH, donc |G| = k|H| (ou k = [G : H]).

Théoréme 5. Pour toul corps fini Fy, T, est cyclique.

Lemme 6. n = Z o(d).

din

Démonstration du lemme. Considérons, pour d | n, Cy 'unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre
d, et &, 'ensemble des générateurs de Cy. On a

Z/nZ = |®a,

dn

n = Z#(I)d = ZSO(d)-

dln dln

donc

CQrD
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Démonstration du théoréme. Posons ¢g—1 = |F7|. Pour d | g—1, notons Ny le nombre d’é¢léments
de IF; d’ordre exactement d. Comme tout élément de F} a un ordre divisant ¢ — 1 (Lagrange),
onaqg—1= Z Ny.
dlg—1

Or, pour d | ¢ — 1, les éléments d’ordre d sont racines de X< — 1, qui en admet au plus d
dans le corps F, ; donc Ny < (d) (car 8'il existe un élément d’ordre d, les racines de X? — 1
forment un groupe cyclique d’ordre d, dont les éléments d’ordre exactement d sont au nombre
de ¢(d) ; sinon Ng =0 < ¢(d)).

Donc g — 1= Z Ny < Z o(d) = ¢ — 1 (lemme précédent), d’ou égalité terme a terme :

dlg—1 dlg—1
Ny = ¢(d) pour tout d | ¢ — 1. En particulier, N,_; = ¢(¢ — 1) > 1, donc il existe un élément
d’ordre ¢ — 1 : F} est cyclique. O

Théoréme 7. Sip?—1|p" —1, alors d | n.
Démonstration. Notons n = gd + r avec 0 < r < d — 1. Supposons r > 0. On a

pr=1=p" T 1= pMy 1= (M 1)+ 1
= pd_1)(pd(q71)+...+1)p7“+p1“_1.

Donc, p¢ — 1| p® —1 et r > 0 donc d < r, ce qui est faux. Donc d | n. O



