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Lol de réciprocité quadratique

Lecons : 120, 121, 123, 125
Référence : J.-P. Serre, Cours d’arithmétique, p. 18.

Théoréme 1 (Loi de réciprocité quadratique). Soit p,q deux nombres premiers impairs dis-

tincts. Alors,
p q p—1.g-1
PY (L) = (=%,
(5) ()

Premiére démonstration (via le lemme de Gauss, pour la
legon 121)

v ‘

Lemme 2 (Lemme de Gauss). Si pged(a,p) = 1, alors

(%) = (—1)l@RNNR"|
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Démonstration du lemme. Soit a un entier tel que pged(a, p) = 1.
Remarquons d’abord que, pour r € RT, il existe m, € R et ¢, € {£1} tels que

ar = g,m, mod(p).

Montrons d’abord que r — m, est une bijection de R' sur lui-méme. Il suffit de montrer
que c’est une application injective. Supposons m, = m,. Montrons que r = s.
On a are, = ase; mod(p) et pged(a,p) = 1, donc re, = se; mod(p), done, en multipliant
par &,&s,
r g2 g,=se e mod(p),
—~— —~—
er€ERT es€ERT
donc €,65 = 1, donc €, = g4, donc 7 = s mod(p).
Ainsi, 7 = m, est une bijection de R dans lui-méme, donc

l_Ilm IIr= (]%1)!¢0mod(p).

reR+

Alors, en effectuant le produit des égalités ar = ¢, m, mod(p), on obtient

=1 (p—1 _% p—1
az (T)!_Hai (T)!mod(p),

donc
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et ¢; vaut —1 lorsque la multiplication par a change le signe de 7, donc

p—1
T = (-emsr
=1
Et d’aprés la formule d’Euler, ' = (E) mod(p), d’ou
p

(ﬂ) _ (_1)|(aR+)ﬂR‘I mod (p).

p
CQFD

Lemme 3 (Lemme d’Eisenstein). Pour a impair tel que pged(a,p) =1, on a
p=1
a L ar
— | = (=1)5@p), ol S(a,p) = {—J
(4) = en=>"
Démonstration du lemme. Soit d’abord a pair ou impair tel que pged(a,p) = 1. Pour r € R,

on a

p—1
2 2 2
1 - Cr
a) r=S(a,p) + ZmT+Z d(2),
r=1 r=1 - r=1
:27:21 T
done
p’—1
(a—1) T S(a,p) + |(aR") N R™| mod(2).

Donc, si on suppose a impair, (a — 1) est pair, donc
S(a,p) + [(aR") N R™| = 0 mod(2),

d’ou, d’aprés le lemme précédent,

_)l@BHNRT _ _)Sap) — (@
(=1) (=1) (p)'
CQFD

Démonstration du théoréme. Soit donc maintenant p, ¢ deux entiers premiers impairs distincts

Posons
S=[LF2) <[5, Si={(mn)€S|gm>pn},  Sy={(m,n)eS|gm<pn}

2
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Comme ¢ 1 n pour n € [1, q;—l (et p,q premiers distincts), on a gm # pn pour tout
(m,n) € S. Donc S =51 USs, et en particulier |S| = |Si| + |9

Et on a 1
: gn | q—
S| = 1= o '
si= > 3 zm({pJ 2)
1<m< 23l 1<n<at 1<m<est
n<qgm/p
-1
< g, et ¢ est impair, donc {mJ < qT’ donc
p

—1
Or, ona & < 4P—1
P 2p
|S1| = S(q,p).
De méme, |S3| = S(p, q).
p—1_ q-—

Or, |S]| = 5 X = S(q,p) + S(p, q), d’ou, par le lemme d’Eisenstein,

O

Seconde démonstration (via les sommes de Gauss, pour la
legon 123)

Soit 2 le corps de décomposition de X?—1 sur F,,. Soit w une racine primitive g-ieme de 'unité.

Posons
x
Yy = Z <—) w” e Q.
z€Fy q
Cette somme a bien un sens par passage au quotient de Z — Q, h + ", en Z/qZ — Q,
T = w.
Lemme 4. y> = (—1) q.

Démonstration du lemme. On a

z€F, S
tlu—1)\ . —t2\ (1 —ut™!
2o () e - e () (7
u€F, teF* ueF,  teF:
1 1 —wut™!
= (-7 Zcuw , avec ¢, = Z( )
u€lfy teFy q
1
Pouru:O,onac():Z(—):q—l.
tEFg\ q ,
=1
Pour u # 0 Z(l_“t_l> 3 (S) (1) 1 (car 1 —ut™" décrit F, \ {1}
our u , Cy = —_— = =) =1 - = — car L —u eCril
q q q !

teF; s€F\{1}

s
lorsque ¢ décrit F, et Zsqu (5) = 0 car il y a autant de carrés que de non-carrés).

3
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P= (-1 [g-1-> W

u€ly

Il reste donc a calculer Z w". On a Z w' = w” Z w", ou « est choisi tel que w® # 1,

u€lFy u€lfy u€lfy
et donc Z w" =0, donc Z w"''=-—1
u€ly u€ely
Do y? = (—1)"% ¢. CQFD
Lemme 5. y?~! = <Z—))
q
Démonstration du lemme. On a
P p
T T T
=[S (E)e) =X (E) er= (%) e
z€F, q z€F, q z€F, q
plu\ , (P
YT LeF, q q

Et y # 0 (par exemple d’aprés le lemme précédent, puisque y? = (—1)q;21q #0), donc

CQFD
Démonstration du théoréeme. On a alors
p—1
p - p-1 =1 \ 'z
(—) =y =T = ((—1) : q) 2
q
= (-D)"= "7 g7,
donc, d’aprés le critére d’Euler (¢ 2 = (Q) mod(p)),
p
p p=t.g=1 (¢
— |l =(—=1) 2 2 -
() =07 ()
O



