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Soit A un anneau principal. Soit (aj)1≤j≤r une suite de r éléments non nuls et non inversibles

de A. On note a =
r∏

j=1

aj. On note πj : A → A/(aj) et π : A → A/(a). On note également

bj =
∏
i ̸=j

ai.

Lemme 1. Si les aj sont deux à deux premiers entre eux, alors les bj sont premiers entre eux

dans leur ensemble.

Démonstration du lemme. Par contraposée, supposons que les (bj) ne soient pas premiers entre
eux. Soit donc p ∈ A un élément premier qui divise tous les bj.

p divise
∏
j ̸=1

aj, donc il existe i ̸= 1 tel que p | ai. Mais p divise bi =
∏
j ̸=i

aj, donc il existe

j ̸= i tel que p | aj, donc ai et aj ne sont pas premiers entre eux. CQFD

Théorème 2 (Théorème chinois). Supposons les (aj) deux à deux premiers entre eux. Alors,

l'application

φ : A −→
r∏

j=1

A/(aj)

x 7−→
(
πj(x)

)
j∈J1,rK

est un morphisme d'anneaux, et

Ker(φ) = (a) =

( r∏
j=1

aj

)
,

et φ induit alors un isomorphisme

φ̄ : A/(a) −→
r∏

j=1

A/(aj)

π(x) 7−→
(
πj(x)

)
j∈J1,rK,

d'inverse

φ̄−1 :
r∏

j=1

A/(aj) −→ A/(a)

(
πj(xj)

)
j∈J1,rK 7−→

r∑
i=1

xi ui bi,

où (ui)i∈J1,rK ⊂ A véri�e

r∑
i=1

ui bi = 1.
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Démonstration. Il est clair que φ est un morphisme d'anneaux.

Montrons que Ker(φ) =
(∏r

j=1 aj
)
: Si x ∈ Ker(φ), alors ∀j, πj(x) = 0, donc ∀j, x ∈ (aj),

i.e. aj | x, et les aj étant premiers entre eux deux à deux,
∏

aj | x. Donc x ∈ (a).
Réciproquement, si x ∈

(∏
aj
)
, alors πj(x) = 0, ∀j. Donc Ker(φ) = (a).

Montrons maintenant que φ est surjectif : D'après le lemme, les bj sont premiers entre eux

dans leur ensemble, donc, d'après Bézout, il existe (ui)i∈J1,rK ⊂ A tels que
r∑

i=1

ui bi = 1.

Soit
(
πj(xj)

)
j∈J1,rK ∈

r∏
j=1

A/(aj).

De plus, on a, ∀j ∈ J1, rK,

r∑
i=1

πj(ui) πj(bi) = πj(uj) πj(bj) = 1 (le terme i ̸= j vaut 0),

donc πj(uj) est l'inverse de πj(bj) dans A/(aj).

Posons alors x =
r∑

i=1

ui xi bi. On a alors φ(x) =
(
πj(x)

)
j∈J1,rK, et

πj(x) =
r∑

i=1

πj(ui) πj(xi) πj(bi) = πj(xj),

donc φ est bien surjectif.

Donc, par le théorème d'isomorphisme, φ induit un isomorphisme

φ̄ : A/(a) −→
r∏

j=1

A/(aj)

π(x) 7−→
(
πj(x)

)
j∈J1,rK,

d'inverse φ̄−1 :
(
πj(xj)

)
7→

∑
xi ui bi. □

Application : Indicatrice d'Euler

On appelle indicatrice d'Euler la fonction

φ : N∗ −→ N
n 7−→

∑
d≤n

pgcd(n,d)=1

1.

On a alors φ(n) = #(Z/nZ)×.
On remarque aussi que φ(p) = p− 1 et ∀α, φ(pα) = (p− 1)pα−1.

Notons n =
r∏

i=1

pαi
i . D'après le théorème chinois, on a

Z/nZ ∼=
r∏

i=1

Z/(pαi
i )Z,
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donc

(Z/nZ)× ∼=
r∏

i=1

(
Z/pαi

i Z
)×

,

et donc

φ(n) = n
r∏

i=1

(
1− 1

pi

)
.
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