U~ amu Développement d’agrégation — Algébre M. Vincenti

Théoreme chinois et application

Lecons : 120, 122, 142
Référence : Mathématiques pour l’agrégation : Algebre et géométrie, J.-E. Rombaldi, p. 249.

Soit A un anneau principal. Soit (a;)i<;<, une suite de r éléments non nuls et non inversibles
T

de A. On note a = Haj. On note m; : A — A/(a;) et m: A — A/(a). On note également

j=1
bj = H a;.

i#]

Lemme 1. Siles a; sont deux & deux premiers entre euz, alors les b; sont premiers entre eux
dans leur ensemble.

Démonstration du lemme. Par contraposée, supposons que les (b;) ne soient pas premiers entre
eux. Soit donc p € A un élément premier qui divise tous les b;.
p divise Haj, donc il existe i # 1 tel que p | a;. Mais p divise b; = Haj, donc il existe
J#1 Ji
J # i tel que p | a;, donc a; et a; ne sont pas premiers entre eux. CQFD

Théoréme 2 (Théoréme chinois). Supposons les (a;) deuzx & deux premiers entre eux. Alors,
Uapplication

p: A — HA/(aj)

7=1
r — (T(j(x))je[[l,r]]

est un morphisme d’anneauz, et

Ker(e) = (@) = ( )

Jj=

et ¢ induit alors un isomorphisme

p: All)) — [[A/(a)

w(x) — (Wj(x))je[[m]’

d’inverse

T

ot [TA/ ) — A/

J=1
T

(Wj(zj))jeﬂl,rﬂ — Z i i bi

=1

ot (U)ien) C A vérifie Zul b; = 1.

i=1
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Démonstration. 1l est clair que ¢ est un morphisme d’anneaux.

T

Montrons que Ker(p) = (szl a;) : Si z € Ker(p), alors Vj, 7;(z) = 0, donc Vj, z € (a;),
i.e. a;j | z, et les a; étant premiers entre eux deux a deux, [[a; | z. Donc z € (a).
Réciproquement, si z € ([] a;), alors m;(z) = 0, Vj. Donc Ker(¢) = (a).

Montrons maintenant que ¢ est surjectif : D’apres le lemme, les b; sont premiers entre eux

T
dans leur ensemble, donc, d’aprés Bézout, il existe (u;)iepi,,; C A tels que Z w; b; = 1.
i=1

Soit (ﬂ—j(xj))jeﬂl,r}] € HA/(G])

=1
De plus, on a, Vj € [1,r],

iﬂj(ui) 7 (b)) = mj(u;) m;i(b;) =1 (le terme i # j vaut 0),

donc 7;(u;) est Uinverse de m;(b;) dans A/(a;).

Posons alors x = Zuz z; bi. On a alors p(z) = (Wj(x>)je[[1 ] et

mi(z) = Zﬂj(ui)ﬂj(%)ﬂj(bi) = m;(z;),

donc ¢ est bien surjectif.
Donc, par le théoréme d’isomorphisme, ¢ induit un isomorphisme

r

d’inverse g1 ¢ (7;(z;)) — >z u; by O

Application : Indicatrice d’Euler

On appelle indicatrice d’Euler la fonction

p: N — N
n — Z 1.
d<n
pged(n,d)=1

On a alors p(n) = #(Z/nZ)*.
On remarque aussi que p(p) =p — 1 et Va, p(p®) = (p — 1)p>~L.

Notons n = . D’aprés le théoréme chinois, on a
7 b
i=1

zfnz = [[ 2/,

2
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(Z/nZ)* = H (Z/pf”Z)X,

et donc

gp(n):nﬁ(l_%).




