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Théoréme de projection
sur un convexe fermé

Lecons : 213, 219, 253
Référence : Mathématiques pour l'agrégation externe : Analyse, J.-E. Rombaldi, p. 240.

Théoréme 1 (Projection sur un convexe fermé). Soit (E, (-,-)) un espace de Hilbert. Soit C
un convere fermé non vide de E. Alors :

(1) Yz € E, il existe un unique vecteur pe(x) € C tel que ||x — pe(x)|| = d(z, C) ;
(2) ce vecteur est également 'unique vecteur appartenant a C tel que
Vz e, Re((m —pe(x), 2 —pc(x)>) <0;
(8) Uapplication pc : E — C' est 1-lipschitzienne, donc uniformément continue.
Démonstration. (1) Soit x € E. Notons 6 = d(x,C) = iné”y —z||.
A% e
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Alors, il existe (y,)nen- C C telle que Vn € N*, 6% < ||z — y,||? < 6% + ~.
n

Montrons que (¥, )nen+ est de Cauchy. Pour m >n > 1, on a

[Ym — Ynll> = | (Ym — ) + (2 — yn)|?

Y+ Y ||
zz(mm—xW+ux—%W—aHx—i%;i )
(identité du parallélogramme).
2
Or, W € C car C est convexe, donc ||z — ymT—'—y” > 62, d’ou

1 1 1 1 4
lym = vl < 2(82+ = + 024 — —20%) <2(—+ ) <=,
n m m n n
Donc, (Yn)nen est de Cauchy dans E qui est complet, donc (y,) converge vers y € E.

Comme C' est fermé, y € C.

Il reste & montrer que y est unique. Soit z réalisant également la distance de x & C'. On a
alors

ly =2l = (=) + (@ = )2 =2 | ly =2l +|lo — 2|2 =2 |0 — L2
—_—— —— 2
_ 2
> 42

< 2(0% + 6% - 26%) =0,

donc y = z. Le point (1) est prouveé.
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@ Soit y 'unique vecteur de C' tel que d(z,C) = ||z — y||. Soit z € C. Montrons que
Re((z —y, 2 —y)) <0.
Posons, Vt € [0,1], 2z = (1 —t)y+tz =y +t(z —y). Vt € [0,1], z; € C par convexité. On a

lz = yll* < llo = 2l* = |z —y -tz = )%,
donc [l — y|I” < ||lz = y[|* — 2t Re({z — y, 2 — y)) + #*||z — y||?, donc, ¥t € [0, 1],
tlz—yll* —2Re({z —y,2 —y)) > 0.

En faisant tendre ¢ vers 0, cela impose Re({(z —y,z —y)) < 0.

Réciproquement, soit 3’ € C tel que Vz € C, Re((z — v,z — ¢/)) < 0. Alors, pour tout
z e (),

lo =2l = Iz =) + (¢ = 2)II* = llz = ¢/ = 2Re({z =/, 2 = /) + Iy — =|I”
> [z =%,

donc il vient d(z,C') > ||z — ¢/||, et par minimalité, d(z, C) = ||z — ¢/||, donc y = ¢/'.
@ Soit x1, x5 € E. Notons y; = po(z1) et yo = po(x2). D’aprés le point (2), on peut écrire
Re((z1 —y1,2 —41)) <0 et Re((z2 —y2,41 — v2)) <0,
donc, en sommant, il vient

Re(((z1 —x2) + (32 —91), v —91)) <0.

On a alors

ly2 — 11l = Re((y2 — y1, y2 — 91))
= Re(((l’l — ) + (Y2 —y1), Y2 — y1>) +Re({zy — 21,92 — y1))
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| < lza = =llllye = wll;
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< ’<1’2 —T1,Y2 — U1

d’ou le résultat. O



