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Théorème 1 (Intégrale de Dirichlet). On a∫ +∞

0

sin(t)

t
dt =

π

2
.

Méthode 1 : Analyse complexe. Pour 0 < ε < R, on a∫ R

ε

sin(t)

t
dt =

∫ R

ε

eit − e−it

2it
dt =

1

2i

∫ R

ε

eit

t
dt− 1

2i

∫ R

ε

e−it

t
dt

=
u=−t dans la 2

e

1

2i

(∫ −ε

−R

eit

t
dt+

∫ R

ε

eit

t
dt

)
.

Posons
f : C \ {0} −→ C

z 7−→ eiz

z
.

f est holomorphe sur C \ {0}. L'idée est de considérer un chemin γ pour utiliser la formule
intégrale de Cauchy.

R

iR

I− I+

γε

γR

ε RO

γ = γR ∪ I− ∪ γε ∪ I+.

Par la formule intégrale de Cauchy, on a, pour 0 < ε < R,

0 =

∫
γ

f(z) dz =

∫
γR

f(z) dz +

∫
I−

f(z) dz +

∫
γε

f(z) dz +

∫
I+

f(z) dz.
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Or, ∫
I−

f(z) dz +

∫
I+

f(z) dz =

∫ −ε

−R

eit

t
dt+

∫ R

ε

eit

t
dt

= 2i

∫ R

ε

sin(t)

t
dt (d'après ci-avant),

donc ∫ R

ε

sin(t)

t
dt =

(∗)
− 1

2i

(∫
γR

f(z) dz +

∫
γε

f(z) dz

)
.

Reste donc à calculer ces deux intégrales.

Calcul de
∫
γR

f(z) dz : On paramètre γR : [0, π] → C, t 7→ Reit. On a donc, par dé�nition

de l'intégrale sur un chemin,∣∣∣∣∫
γR

f(z) dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ π

0

f(γR(t)) γ
′
R(t) dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣i ∫ π

0

exp(iReit)

Reit
Reit dt

∣∣∣∣
≤
∫ π

0

| exp(iReit)| dt =
∫ π

0

exp(−R sin(t)) dt =

∫ π

0

e−R sin(t) dt.

On applique le théorème de convergence dominée. Soit (Rn) ⊂ R+ telle que Rn −−−→
n→∞

+∞,

et notons gn(t) = e−Rn sin(t).

1O ∀t ∈ ]0, π[, gn(t) −−−→
n→∞

0 ;

2O ∀t ∈ ]0, π[, ∀n ∈ N, |gn(t)| ≤ 1, qui est intégrable sur [0, π] et indépendant de n.

Donc, d'après le théorème de convergence dominée,
∫ π

0
gn(t) dt −−−→

n→∞
0. Ceci étant vrai pour

toute suite (Rn) ⊂ R+ telle que Rn → ∞, on a donc∫
γR

f(z) dz −−−−→
R→+∞

0.

Calcul de
∫
γε
f(z) dz : On paramètre cette fois γε : t ∈ [−π, 0] 7→ εe−it. On a donc

∫
γε

f(z) dz =

∫ 0

−π

f(γε(t)) γ
′
ε(t) dt =

∫ 0

−π

exp(iεe−it)

εe−it
(−i)εe−it dt

= −i

∫ 0

−π

exp(iεe−it) dt = −i

∫ π

0

exp(iεeit) dt −−→
ε→0

−iπ

(par le théorème de convergence dominée, encore une fois).
Donc, en faisant tendre ε → 0 et R → +∞ dans (∗), il vient∫ +∞

0

sin(t)

t
dt =

π

2
.

□
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Méthode 2 : Transformée de Laplace. Posons

f : [0,+∞[× ]0,+∞[ −→ R

(x, t) 7−→ sin(t)

t
e−xt,

et notons
F : [0,+∞[ −→ R

x 7−→
∫ +∞

0

f(x, t) dt.

Étape 1 (F est bien dé�nie sur R+) : Soit x > 0 : t 7→ sin(t)

t
e−xt est prolongeable par

continuité en 0 avec la valeur f(x, 0) = 1 ; on note encore f(x, ·) ce prolongement. Ainsi,
t 7→ f(x, t) est continue sur [0,+∞[, donc y est localement intégrable, et f(x, t) =

t→∞
O(1/t2).

Donc, F est bien dé�nie sur ]0,+∞[.
Montrons maintenant que F est bien dé�nie en 0. On a, pour X ≥ 1,∫ X

0

sin(t)

t
dt =

∫ 1

0

sin(t)

t
dt︸ ︷︷ ︸

bien dé�nie

+

∫ X

1

sin(t)

t
dt.

En intégrant par parties le deuxième terme, il vient∫ X

1

sin(t)

t
dt =

[
− cos(t)

t

]X
1
−
∫ X

1

cos(t)

t2
dt

= cos(1)− cos(X)

X︸ ︷︷ ︸
X→∞→ 0

−
∫ X

1

cos(t)

t2︸ ︷︷ ︸
=O(1/t2)

dt,

donc
∫ X

1

sin(t)

t
dt admet une limite �nie quand X → ∞. Donc F est bien dé�nie en 0.

Étape 2 (F est C1 sur ]0,+∞[) :

1O ∀t ∈ ]0,+∞[, x 7→ sin(t)

t
e−xt est C1 sur ]0,+∞[ et

∂f

∂x
(x, t) = − sin(t) e−xt ;

2O soit α > 0. ∀t ∈ ]0,+∞[, ∀x ≥ α,

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)
∣∣∣∣ ≤ e−αt, qui est intégrable sur ]0,+∞[ et

indépendant de x.

Donc, d'après le théorème de dérivation sous le signe intégral, F est C1 sur tout intervalle de
la forme ]α,+∞[, donc F est C1 sur ]0,+∞[.

Étape 3 (Calcul de F sur ]0,+∞[) : D'après l'étape précédente, pour x > 0, on a

F ′(x) = −
∫ +∞

0

sin(t) e−xt dt = −Im

(∫ +∞

0

e−(x−i)t dt

)
= −Im

([
e−(x−i)t

i− x

]+∞

0

)
= Im

(
1

i− x

)
= − 1

1 + x2
.
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Ainsi, ∃C ∈ R telle que ∀x > 0, F (x) = C − arctan(x). Et, comme

|F (x)| =
∣∣∣∣∫ +∞

0

sin(t)

t
e−xt dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

0

∣∣∣∣sin(t)t

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤ 1

e−xt dt ≤
∫ +∞

0

e−xt dt =
1

x
−−−→
x→∞

0,

C − arctan(x) −−−→
x→∞

0, d'où C =
π

2
. Donc, ∀x > 0, F (x) =

π

2
− arctan(x).

Étape 4 (F est continue sur R+) : Notons, pour x ≥ 0, F (x) = F1(x) + F2(x) où

F1(x) =

∫ 1

0

sin(t)

t
e−xt dt et F2(x) =

∫ +∞

1

sin(t)

t
e−xt dt.

F1 est continue sur R+ car ∀t ∈ ]0, 1], x 7→ sin(t)

t
e−xt est continue sur R+, et on a la

domination

∣∣∣∣sin(t)t
e−xt

∣∣∣∣ ≤ 1, qui est intégrable sur ]0, 1].

Montrons que F2 est continue sur R+. On a, pour x ≥ 0, F2(x) = Im

(∫ +∞

1

e−(x−i)t

t
dt

)
.

Notons G(x) =

∫ +∞

1

e−(x−i)t

t
dt.

Pour X ≥ 1, on a∫ X

1

e−(x−i)t

t
dt =

[
1

i− x

e−(x−i)t

t

]X
1

+
1

i− x

∫ X

1

e−(x−i)t

t2
dt.

Donc, en faisant tendre X → ∞ (car l'intégrande de droite est intégrable et le crochet
converge), on obtient

G(x) =
ei−x

x− i
+

1

i− x

∫ +∞

1

e−(x−i)t

t2
dt.

Le théorème de continuité sous le signe intégral donne alors la continuité de G, et par suite
F2 est continue sur R+.

Donc, F est continue sur R+, et alors∫ +∞

0

sin(t)

t
dt =

π

2
.

□
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