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Théoréme 1 (Banach-Alaoglu). Soit (E,(-,-)) un espace de Hilbert et (v,)nen € EN. Si
(Tn)nen est bornée, alors il existe p : N — N strictement croissante et v € E tels que Vy € E,

(Tp(m), y) —— (2, 9).

n—-4o00

Démonstration. Cas 1 : E est séparable.
Soit donc I" = {e,,, n € N} dénombrable et dense.

Etape 1 (Construction de I'extraction) : Construisons par récurrence une suite (N =2 N),cy
d’applications strictement croissantes et une suite (£,)yen € RY telles que

Vp S N, <x4poo---ogop(n)7 €p> — gp'

n—o0

Par hypothése, IM >0/ Vn € N, ||z,| < M.
p = 0: D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a Vn € N,

{2 e0)| < [l fleoll < Mleol|

Dong, la suite réelle ({x,, €o))nen est bornée, donc Jp, : N — N strictement croissante et £y € R
tels que
<I¢0(n), 60) e Eo.

n——+o00

Supposons avoir g, ..., ¢, et Lo, ..., 0, La suite ((Zpgo--0p,n): €p+1) )nen €st bornée, donc
Jop1 1 N — N strictement croissante et £, tels que

<x4.000-"04,0p+1(n)76p+1> n—)—i—oo; €P+1-

Posons alors ¢(n) = pgo---0p,(n).
Vp €N, (zy(n)) est une extraction de (Zygo...0p,(n)) & partir du rang p, donc

PEN,  (Tpm) &) T b

©n(n) > n, ¥n (car @, est strictement croissante), et pgo- - -0y, 1 est strictement croissante,
donc

p(n) =wgo---0pn 1(pn(n)) > poo--0py1(n)
> @go-op, 1(n—1)=p(n-—1),
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donc ¢ est bien strictement croissante.
Montrons que Yy € E, ((Zy(n);Y) Jnen converge.
£
Soit y € E. Soit ¢ > 0. Par densité de I', il existe Ny € N/ |ly — en, || < 0

D’apres ci-avant, la suite ((Z4(),€n,))n converge, donc est de Cauchy, i.e. IN; € N/ Vp >
q > Nl;

| ™

(Top) — Te(g)r €No)| < 5

2
Pour montrer que ({(Z,(), y))nen converge, il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy. On a,
vp 2 q 2 N17
(Zow) = To(a), V)| = [(Zow) — Te(), €No T Y — )]
< (@) — To(o); 6No>l+|<xw(p) — Ty(g)s Y — ENy)|
<2/2
£
CSS 2 +J$¢(p) - xw(q)UUy e ||
<3M <e/aM
<SL8_,
-2 2 7

done ((Ty(n); Y) Jnen converge.

Il reste & montrer qu’il existe x € E / Vy € E, (Tym),y) —— (2, ¥).

n—-+oo
Counsidérons
T: F — K
Yy — ngrfm<x@(n),y>.

T est clairement linéaire. Il reste a voir que T est continue. Vn € N, on a [(x,,y)| <
lall 1yl < Myll, d'oit, par passage & la Timite, [T(y)| < M|y,

Donc T est linéaire continue, donc, d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, dxr €
E /Yy, T(y) = (z,y). Ce qui achéve la preuve.

Remarque. C’est ici, donc, qu’on a besoin que E soit un Hilbert.

Cas 2 : E non séparable.

Considérons F' = Vect{z, | n € N}. F est un sous-espace vectoriel fermé de E (et il est
séparable, comme adhérence du sous-espace engendré par une famille dénombrable). D’aprés
le théoréme de projection orthogonale, on a £ = F' @ F*. Soit y = yp + yp. € E.

D’aprés le cas séparable, appliqué a (z,,),eny C F, il existe ¢ strictement croissante et © € F
tels que (T, Yr) — (z,yr). Vn € N, on a

(Tom) Y) = (o), Yr) + (Tpmn), YrL),
=0

donc (@um), y) —— (=, y). O

n—oo



