U~ amu Développement d’agrégation — Analyse M. Vincenti

Développement asymptotique
de la série harmonique

Lecons : 223, 224, 230
Référence : Oraur X-ENS, tome 3, H. Gianella, p. 224.

n 1 “+o0o 1
Notation : On note H,, = Z % et R,(a) = Z o Vo > 1.
k=1 k=n-+1

Théoréme 1.

1 1 1
H, =1 — — ).
n(n) + 7+ 2n 12n? +0<n2)

Démonstration. Etape 1 (Lemme équivalent du reste de Riemann) :

X1 1
Lemme 2. Va > 1, Z

o~ -
k® n—oo (v — 1) no—1
k=n-+1

Démonstration du lemme. Soit o« > 1. t +— 1/t“ est décroissante et intégrable sur [1,+o0],

donc, pour k£ > 2, on a
/k+1 d 1 /k dt
— < —< —.
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En sommant entre n + 1 et N, on obtient

et, en faisant tendre N vers +oo, il vient

oo dt oo dt
/ 4 R < / a-
n+1 ta n ta
N——

H,T/
nSoo (a—l)lna_l nSoo (a—1)na—1
d bien R, () ! CQFD
onc, on a bien R,(a) ~ ———.
’ n—o0 (CY — 1)710‘*1
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Etape 2 (DAS en o(1)) : Posons u,, = H, —In(n) et v, =u, — —. On a:
— n
D ! —0
Un Un = n n—ooo
@ 1(1 1)>0( ité du log), donc (u,,) est décroissant
Up—Upy) = ————In(1l———) > ar concavité du log), donc (u,,) est décroissante.
+1 nol nal p v g

1 1
B Upp1 —Vp = — — ln(l + —) > 0, donc (v,) est croissante.
n n

1
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Donc les suites (vy,) et (u,) sont adjacentes, donc elles convergent et ont méme limite ;
notons cette limite 7. Par croissance de (v,), on a v > vy = 1 — In(2) > 0, donc il vient
H, =In(n) + v+ o(1).

Etape 3 (DAS en o(1/n)) : L’idée est d’utiliser le théoréme de sommation des équivalents.
On pose t, —1In(n) —~. (t,) converge donc, par le lien suite-série, » (¢, — t,—1) converge,
et on a

ty —th1=H,—In(n)—y—H, 1 +v+In(n—1)

1 ) (1 1) 1 n ( 1 ) 1
= — n —_ — = —— ol — ~ _—
n n 2n2 n2/) n—oo 202

Donc, par le théoréme de sommation des équivalents dans le cas convergent, on a
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k n+1 k n+1

~~

=—tn

donc
—+o0

1 1 1
tn n—00 2 Z k2 d’aprés le lemme 27’L

k=n+1
d’ou finalement, H,, = In(n) + v+ L + 0<1).
2n n
Etape 4 (DAS en o(1/n?)) : On opére de la méme maniére. Posons w,, = Hn—ln(n)—y—%.
(wy,) converge donc, par le lien suite-série, > (w, — w,_1) converge, et on a
. 11 1
= =1 = n(l_ﬁ)+ﬁ_%+2n—2
1 1 1 1 1 1 1 1
T Th T 3 n %‘1_%“(5)
= e (1t ) o)
2n?  3n? 2n 2n n3
1 1 1 1 1
27 3 T 2 2w o)
1 1
=5 )
Donc, encore par sommation des équivalents et le lemme,
B 1
D = 12n2 * O(ﬁ)
D’ou anln()+7+i— ! +o<i>. O
’ on  12n? n?2
Corollaire 3. Posons k, = min{h € N | H, > n}. Alors, k, o e Ve
Démonstration. On a, d’aprés le DAS en o(1), que H,, = In(n) + v + &, avec &, — 0. Par
définition de k,,, on a o
In(k,) +v+ek, >n et In(k, — 1)+~ +ex,_1 <mn,
d’ou
e Ve <k, <14 ee Te Tt
d’ou k, ~ e Ye™ OJ
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