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Théorème 1 (Nombres de Bell et formule de Dobi«ski). Soit n ∈ N∗. On pose B0 = 1 et Bn

le nombre de partitions (qui est égal au nombre de relations d'équivalence) de l'ensemble J1, nK.
Alors,

1O Bn+1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk ;

2O le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥0

Bn

n!
tn est > 0 et, en notant S sa somme,

∀t dans l'intervalle de convergence, S ′(t) = etS(t), d'où S(t) =
1

e
ee

t

;

3O ∀p ≥ 0, Bp =
1

e

+∞∑
n=0

np

n!
.

Démonstration. Étape 1 (Dénombrement des partitions de J1, nK) :
Exemples : B0 = 1 par convention.

B1 = 1 : {{1}}.
B2 = 2 : {{1}, {2}}, {{1, 2}}.
B3 = 5 : {{1}, {2}, {3}}, {{1, 2}, {3}}, {{1}, {2, 3}}, {{2}, {1, 3}}, {{1, 2, 3}}.

Soit n ∈ N∗. Notons Pn+1 l'ensemble des partitions de J1, n+ 1K. On cherche donc Bn+1 =
#Pn+1.

Posons, pour k ∈ J0, nK,

Pn+1,k =
{
P ∈ Pn+1 | l'élément de P qui contient n+ 1 contient aussi k autres éléments

}
.

On a alors Pn+1 =
n⊔

k=0

Pn+1,k, donc Bn+1 =
n∑

k=0

#Pn+1,k.

Fixons k ∈ J0, nK. Une partition P ∈ Pn+1,k est une partition de J1, n+ 1K de la forme {A}
et une partition du complémentaire de A (noté ∁A), qui contient n − k éléments. Il y a

(
n
k

)
choix pour A et Bn−k choix pour la partition de ∁A, d'où

Bn+1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk.
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Étape 2 (Introduction d'une série entière et expression de sa somme) :

Considérons la série entière
∑
n≥0

Bn

n!
tn. Montrons d'abord que son rayon de convergence R

est > 0. Montrons pour cela que ∀n ∈ N, Bn ≤ n!.
Preuve (par récurrence) : n = 0 est clair. Soit n ≥ 0. Supposons que ∀k ≤ n, Bk ≤ k!. On

a alors

Bn+1 =
n∑

k=0

n!

k!(n− k)!
Bk︸︷︷︸

≤ k! par H.R.

≤
n∑

k=0

n!

(n− k)!
≤ (n+ 1)!.

Donc, par le principe de récurrence, on a bien montré que ∀n ∈ N, Bn ≤ n! (voir l'annexe
1 pour une seconde preuve, par argument combinatoire).

Donc le rayon de convergence de la série entière est ≥ 1 > 0. Notons alors S : ]−R,R[→ R
sa somme. On a alors, ∀t ∈ ]−R,R[,

S(t) =
+∞∑
n=0

Bn

n!
tn = 1 +

+∞∑
n=0

Bn+1

(n+ 1)!
tn+1.

La fonction S est dérivable sur ]−R,R[ et on a, ∀t ∈ ]−R,R[,

S ′(t) =
+∞∑
n=0

Bn+1

n!
tn.

Donc on a

S ′(t) =
+∞∑
n=0

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk

n!
tn =

+∞∑
n=0

[
n∑

k=0

Bk

k!
· 1

(n− k)!

]
tn

=

(
+∞∑
n=0

Bn

n!
tn

)(
+∞∑
n=0

tn

n!

)
= S(t) et.

Ainsi S ′(t) = etS(t). De plus, on a S(0) = 1. Ainsi, S est l'unique solution du problème de
Cauchy {

y′ = ety,

y(0) = 1,

et par suite, S(t) =
1

e
ee

t

, ∀t ∈ ]−R,R[.

Étape 3 (Formule de Dobi«ski) : On peut développer S en série entière :

S(t) =
1

e

+∞∑
n=0

ent

n!
=

1

e

+∞∑
n=0

+∞∑
p=0

np tp

n! p!
=

1

e

+∞∑
p=0

(
+∞∑
n=0

np

n!

)
tp

p!
.

Par Fubini, qui ne pose aucun problème, et par unicité du développement en série entière,
on a bien

∀p ∈ N, Bp =
1

e

+∞∑
n=0

np

n!
.

□
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Annexes

1. Seconde preuve de Bn ≤ n! (par argument combinatoire) : Montrons par un
argument combinatoire que Bn ≤ n!, ∀n ∈ N. Pour cela, on va montrer que Pn s'injecte
dans Sn.

Pour k ∈ N∗, notons, pour une partie A = {a1, . . . , ad} (avec ai < aj, ∀i < j) de J1, kK,
CA le cycle (a1 · · · ad). Posons alors

φ : Pn −→ Sn

P = {A1, . . . , Ap} 7−→ CA1 · · ·CAp .

φ est alors injective par unicité de la décomposition d'une permutation en produit de
cycles à supports disjoints. Donc Bn ≤ n!.

2. Interprétation probabiliste : On peut interpréter Bn de manière probabiliste. En
e�et, soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson P(1). Alors,

Bk = E(Xk), ∀k ∈ N.
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