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Théoréme 1 (Nombres de Bell et formule de Dobiriski). Soit n € N*. On pose By =1 et B,
le nombre de partitions (qui est égal au nombre de relations d’équivalence) de I’ensemble [[1,n].
Alors,

S

k=0

. , B
@) le rayon de convergence de la série entiére Z —715" est > 0 et, en notant S sa somme,

n>0
1
Vit dans Uintervalle de convergence, S'(t) = e'S(t), d’ot S(t) = —¢e® ;
e
1 +o0 np
n=0

Démonstration. Etape 1 (Dénombrement des partitions de [1,n]) :
Exemples : By = 1 par convention.

Bi=1: {{1}}.
By=2: {{1},{2}}, {{1.2}}.
By =5 {{1}, {2}, {3}}, {{1,2},{3}}, {{1},{2,3}}, {{2}.{1,3}}, {{1,2,3}}.

Soit n € N*. Notons P, ;1 'ensemble des partitions de [1,7 + 1]. On cherche donc B, =

#Pn+1-
Posons, pour k € [0, n],

Priix = {P € Ppni1 | I'élément de P qui contient n + 1 contient aussi k autres éléments}.

n n
On a alors P, = |_| Priik, done By = Z #HPrs1k-
k=0 k=0

Fixons k € [0,n]. Une partition P € P, 41 est une partition de [1,n + 1] de la forme {A}

et une partition du complémentaire de A (noté CA), qui contient n — k éléments. 1l y a (Z)

choix pour A et B,_; choix pour la partition de CA, d’ou

n n

Buyi =Y (Z) Bix=Y <Z) By

k=0 k=0

1
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Etape 2 (Introduction d’une série entiére et expression de sa somme) :

B
Considérons la série entiere Z —Tt”. Montrons d’abord que son rayon de convergence R
n>0
est > 0. Montrons pour cela que Vn € N, B, < nl.
Preuve (par récurrence) : n = 0 est clair. Soit n > 0. Supposons que Vk < n, B, < kl. On

a alors
n

n!
Bp=S — " B < 1
+1 Zk!(n—k’)! Ny Z (n—Fk)! = (n+ 1)L
k=0 <k! par H.R.

Dongc, par le principe de récurrence, on a bien montré que ¥n € N, B,, < n! (voir I'annexe
1 pour une seconde preuve, par argument combinatoire).

Donc le rayon de convergence de la série entiére est > 1 > 0. Notons alors S :|—R, R[— R
sa somme. On a alors, Vt €|—R, R,

S(t) = f Bupn _ 4 + f Bui1_ynia
B nl —~ (n+ 1)l

n=0

La fonction S est dérivable sur |- R, R[ et on a, Vt € |—R, R|,

+o0
B
S(t)=> =,

n!
n=0

Donc on a

fi()Bknzi’i B, 1

kL~ |
n=0 k=0 n=0 k! (n—k‘)!]

- (f %t") (f g) = S(t) e".

n=0 n=0

k=0

Ainsi S'(t) = €'S(t). De plus, on a S(0) = 1. Ainsi, S est 'unique solution du probléme de

Cauchy
y = ey,
{y(O) =1,

1
et par suite, S(t) = —e®, Vt €|—-R, R].
e

Etape 3 (Formule de Dobinski) : On peut développer S en série entiére :

1 0 p I fExX )\
s<t>=—;—=—n2;p§;n.p. =Z<Zm> i

Par Fubini, qui ne pose aucun probléme, et par unicité du développement en série entiére,

on a bien
12

np

Vp € N, Bp———g —.
|

e £~ nl
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Annexes

1. Seconde preuve de B, < n! (par argument combinatoire) : Montrons par un
argument combinatoire que B,, < n!, Vn € N. Pour cela, on va montrer que P,, s’injecte
dans S,,.

Pour k € N*, notons, pour une partie A = {ay,...,aq} (avec a; < a;, Vi < j) de [1, k],
Cy le cycle (a; - - - aq). Posons alors

o: P, — G,
P:{Al,...,Ap} — CAI"‘CA

p*

¢ est alors injective par unicité de la décomposition d’'une permutation en produit de
cycles a supports disjoints. Donc B,, < n!.

2. Interprétation probabiliste : On peut interpréter B, de maniére probabiliste. En
effet, soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson P(1). Alors,

By, = E(X"), Vk € N.



