U~ amu Développement d’agrégation — Analyse M. Vincenti

Caractérisation d’Artin
de la fonction I'

Lecons : 228, 229, 253
Référence : Orauz X-ENS, tome 5, H. Gianella, p. 199.

Théoréme 1 (Caractérisation d’Artin). Il existe une unique fonction f: R% — RY telle que :
O f1)=1;
@ V>0, flr+1)=xf(z) ;
@) [ est logarithmiquement conveze.

Démonstration. Etape 1 (Unicité) : Soit f: R — R* vérifiant (D), @) et (3).
En utilisant (I) et (2), on montre par récurrence que Vn € N*, f(n) = (n — 1)!.
Soit z =p+ A\, pe Net A €]0,1]. On a, d’une part, d’aprés 2), pour n € N*,

flz+1) B flx+n+1)

Jw) = x :'.._x(x+1)--~(x+n)'

Et on a

fla+n+1)=fp+A+n+1)=f(1=Np+n+1)+AXp+n+2)
< flp+n+ D) fp+n+2)2

car f est
log-convexe

=flp+n+)(p+n+1)*  (car flp+n+2)=@+n+1) flp+n+1))

TV
= (p+n+1)!

=nln+1)---(n+p) (n+p+1)N
Donc, d’une part, on a

nl(n+1)---(n+p)(n+p+ 1),
z(x+1) - (x+n) ‘

fx) <

Il ne nous reste alors qu’a minorer f(z). On a

fop+n+1)=flz—A+n+1)=f((1=XN(@+n+1)+ Az +n))
< fle+n+ D" flo+n)
=flz+n)(x+n)"*  (car f(x+n+1)=(z+n)flx+n))

=(x+n—1 - (z+ Dz f(z)(x+n)?

donc
flp+n+1)(x+n) (p+n) (x+n)*

v(z+1)---(z+n) z@+1)--(z+n)
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Finalement, on a obtenu ’encadrement

nl(n+1)- - (n+p) (@ +n) Rl (4 1) (n+p) (n+p+ 1)

< xr) < ,
i) wrn = WS de D)zt
n:oo7n (x) n:o:}n (z)

n!n®

z(x+1)---(x+n)
Si la suite de fonctions (f,,) converge simplement, alors f(x) sera déterminé par cette limite.

ou on a posé f,(z) =

Lemme 2. Vz > 0, la suite (f,(z)) converge.

Démonstration du lemme. Soit x > 0. Posons g, = In(f,(z)) = In(n!)+xIn(n Zln (x+k).

On a
Gn — gn—1 =In(n) + zln(n) —zln(n — 1) — In(x + n)

_ —ln(l—i—%) —x1n<1 - %)
— —%+O<%) —$<_%+O<%>>
~o(z)

Donc, par comparaison, » (g, — g,—1) converge, donc, par le lien suite-série, (g,) converge,
et par continuité, (f,(x)) converge. CQFD

n*n!

Par théoréme d’encadrement, f(z) = nh_}rglo P PR Y P

Etape 2 (Existence) : Montrons que I' : z / et dt verifie D), @) et B).
Vérifions d’abord que I' est bien définie. En 0, t* e o ~ t*71 qui est intégrable en 0 par
%

critére de Riemann, et t* te™! = O(1/t?), qui est aussi intégrable. Donc T' est bien définie,
—0o0

et I'(1) = 1.
Par théoréme de dérivation, on montre que I est de classe C* sur R et

+0o0o
r®(z) = / In(t)*t*~te™t dt.
0

' est strictement positive, donc g = Inol’ est également de classe C*° sur R*. On a, pour
x > 0,
I"(z)l(z) — T'(x)?
I(z)? '

g (x) = et par suite g"(x) =
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Donc ¢”(x) > 0, et ainsi In ol est convexe.
Et enfin, par intégration par parties, il vient
IF(z+1)=al(x).
D’ou le résultat, et de plus, Vx > 0,
n*n!
> ['(x).
M r D)) o )
O



