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Théoréme 1 (Formule sommatoire de Poisson). Soit f € S(R). Alors, Vt € R,
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Démonstration. Soit K C R un compact. Il existe donc N € N* tel que K C [-N, N].
f € S(R) donc il existe C' > 0 tel que Vt € R,

C
1+

IF@0)] <

Pourt € K et n € Z tel que |n| > N+ 1, 0on a
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Justifions (%) :
Cas1:n< —N. Alors (t+n)?>—(jJn|—=N)>=(t— N)(t+ N +2n) > 0.
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Cas2:n>N. Alors (t+n)?—(Jn] = N)?=(t+ N)(t+2n—N) > 0.
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Et de plus, Z T2 converge. On a donc Z f(- +n) converge normalement sur
[n|>N+1 (Inl = N) ne
K.
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Posons alors F' : t — Z f(t+n). F est 1-périodique, et de plus, f* € S(R) aussi, donc
le méme raisonnement entraine que Z ¢+ n) converge normalement sur tout compact.
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Montrons maintenant que F est de classe C'. On a :

D Vvt eR, Z f(t 4+ n) converge simplement ;
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@) VYne€Z, t— f(t+n)est C' sur R ;

3) VK C R compact, Vn € Z, Vt € K, il existe N > 0 et C' > 0 tels que

C 1
|f/(t+n)| < = NE 1y npe(n) + N2 1y (n).

Donc, F est C! sur R et 1-périodique.
Calculons les coefficients de Fourier de F'. Soit kK € Z. On a
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cr(F) = / 1F(t) e 2T gt — / 1 Z f(t+n)e 2k qt

— Z / f t + ’I’L —21k7rt dt = Z / f —2zk7r t—n) dt
::; n=-—00

— f(t) 6—2ik7rt dt,
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done ¢x(F) = f(k).
Dongc, par le théoréme de Dirichlet, on a, V¢ € R,
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F(t)= Y cu(F)e™™,
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d'ot, Vt € R,
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Théoréme 2 (Shannon, 1949). Soit f € S(R). Supposons que f soit nulle en dehors d’un
compact [—F, F| avec 2F < 1. Alors, Vt € R,
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Démonstration. f € S(R), donc f € S(R). D’aprés la formule sommatoire de Poisson, on a,

pour £ € R,
Z f k?+€ Z f 217rn§ Z f 2z7rn§‘

k=—00 n=-—00 n=-—00
Comme 2F < 1, le compact [—F, F] est de largeur < 1 : dans la somme de gauche, seul le

terme k = 0 peut Contrlbuer pour & € [— Done, V¢ € [—3, 4],
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et f(€)=0,VE € R\ [, 1], car 2F < 1.
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Donc, on a, pour t € R,

+oo 1/2 +o0
f(t) _ f(g) e?m‘ft dg _ / Z f 27,7rn§ 6227r£t dg
—00 —1 2n, 00
— Z 2i7r(t—n)§ df Z f Sln t _ n))
oo ,1/2 e —oo t — n)’ﬂ'
Remarque : on a prolongé par continuité z — sin(z)/x en 0 par la valeur 1. O

On donne maintenant une extension du théoréme de Shannon dans le cas L2.

Théoréme 3 (Shannon — version L?). Considérons I = [—1,1] et notons BL* = {f € L*(R) |
fiws =0 p.p.}. Alors,

(i) (BL?, (-,-)) est un espace de Hilbert ;
(i3) Uapplication BL? — (2(Z), f +— (f(n))nez est une isométrie.

Démonstration. Montrons d’abord que BL? est un espace de Hilbert. BL? étant un sous-espace
vectoriel de L2(R), il nous suffit de vérifier que BL? est un fermé de L?(R).

Soit donc (fi)ren une suite de BL? convergeant dans L? vers une fonction f. Montrons que
f e BL? ie. querR\[—Opp

Par continuité de la transformation de Fourier-Plancherel F : L? — L%, f f, on a
i — f dans L2, donc

HlR\I(fk: - H — 0 dans L.
— 00

On a donc

1 Ley| < [[1ev(f - fk)HQ + |17 fi 91
=0

donc flR\I = 0 p.p., donc BL? est un fermé de L?(R), d’otl

BL? est un espace de Hilbert.

Démontrons maintenant le point (ii). Commencons par déterminer une base hilbertienne
de BL2. Pour k € Z, posons

sin ((k — x))
€1 T — (k —x)m
1 siz=k.

six #k,

Montrons que (£j)rez est une base hilbertienne de BL?. Posons, pour k € Z,

{62i7rk:z: si |$| S %
ek —

0 sinon.

(er)rez est une base hilbertienne de L*(I).
Vk € Z, e, € BL? : Soit k € Z. Un calcul simple montre que €, = &, donc, par inversion

de Fourier, il vient £, = e_j, donc ¢, € BL?%
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(ex) est une famille orthonormée : Pour i,j € Z, on a

<5i>5j>L2(R) Planfherel <5i,5j>L2(R) = <€—i, €—j>L2(1) = 51’]'-

BL? N Vect(e)™ = {0} : Soit f € BL? N Vect(gx)*. Alors on a figy; = 0 p.p., et Vk € Z,

<f757€> = <f> e—k> =0,

donc JEII =0p.p. et f“R\I = 0 p.p., donc par injectivité de la transformée de Fourier, f =0 p.p.
Finalement, on a bien montré que (gx)rez est une base hilbertienne de BL2.

Lemme 4. Si f € BL?, alors f est continue et bornée, et de plus, || f]loo < ||f]2-

Démonstration du lemme. Soit f € BL?. Alors fe LAI), et A(I) = 1, donc f € L*I), et
firyg = 0 done f € L'(R).
Donc, par le théoréme d’inversion, p.p. n € R,

+00 1/2

f(n) = F(&) er™e dg = F(&) ¥ ™ dg.

~1/2

Cauchy-Schwarz donne alors ||fllec < || fll2, et la continuité de f résulte du théoréme de
continuité sous le signe intégral. CQFD
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On a alors, pour f € BL?,

f=> (feu)z e,

kEZ

u@wz/f@wMﬁﬁzf%x

donc, par Parseval, ||f]|z2 = H(f(n))neZ”EQ. O



