U~ amu Développement d’agrégation — Analyse M. Vincenti

Extrema liés et maximisation de Vandermonde
sur la boule unité

Lecons : 159, 206, 214, 215, 219
Référence : pas de référence précise pour le théoréme des extrema liés ; Orauz X-ENS, tome
7, p. 396, pour l'application.

Théoréme 1 (Extrema liés). Soit U C R"™ un ouvert. Soit f : U — R une application de

classe C*. Soit g1,...,9, : U — R de classe C*. Soit T = {x € U | g1(x) = --- = g.(x) = 0}.
Soit a €T
Supposons que fir admet en a un extremum relatif et que la famille Dg,(a), ..., Dg,(a) est

libre dans (R™)*. Alors il existe \i,..., \, € R tels que
Df(a) =Y _ X Dg;(a).
i=1

Démonstration. Supposons par exemple que f admet en @ un maximum relatif (sur I').

Par hypothése, la famille (Dg;(a))1<i<, est libre, donc r < n. Si r = n, alors c’est une base
et le résultat s’ensuit. Supposons donc r < n.

Supposons par l'absurde que la famille Dgi(a), ..., Dg,(a), Df(a) est libre. On compléte
alors cette famille en une base Dgy(a), ..., Dg.(a), Df(a), fria, ..., fn de (R™)*.

Posons alors

F:U — R
x (gl(x)w"797'(x)7f(‘r)7fr+2(x>7‘"7fn(x))'

On a alors
Dgi(a)

Dy,(a)
JF(a) = Df(a) )
fr+2

Jn
dont les lignes forment, par construction, une base de (R™)* ; donc Jr(a) € GL,(R), et d’aprés

le théoréme d’inversion locale, il existe W un ouvert contenant a tel que F/(WW) soit un voisinage
de F(a) et tel que F : W — F(W) soit un C!'-diffeomorphisme. Notons M = f(a).
Quitte a restreindre W, on peut supposer que M est un maximum sur W, i.e.

M = sup | f].
rmw

On a

F(CL) = (07 e 707f(a)7f7"+2(a>7‘ : 7fn(a)>
=(0,...,0, M, fria(a), ..., fala)).
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F(W) est un voisinage de F'(a), donc il existe € > 0 tel que
(0, 0 M+ e fria(a),. .. ,fn(a)) e F(W).
Donc, il existe b € W C I tel que
F(b)=(0,...,0,M +e¢, fria(a), ..., faa)),

et ainsi f(b) = M + ¢, donc f(b) > f(a), ce qui est absurde.
Donc la famille Dgy(a), ..., Dg.(a), Df(a) est liée, ce qui termine la preuve. O

Proposition 2 (Application). Posons

V:R* — R

r — det (l’ij_l)gi,jﬁn

le déterminant de Vandermonde. Soit B la boule unité fermée de R™, S la spheére unité, et
(H): > 2 =0.

Posons
g: R — R

n
T g r?—1,
i=1

de sorte que S = {x € R" | g(x) = 0}.
Alors, V' admet sur B un mazimum, atteint en un point de SN H.

Démonstration. On rappelle qu’on a, Vo = (z1,...,2,) € R™,
V(w) = [ [(e; — )
i<j
. : . o ) n(n—1)
V' est ainsi polynomiale, homogeéne et antisymétrique, de degré N = T a—

V_admet un maximum sur B : V est continue (et méme C*) sur B, qui est compact, donc
V' est bornée sur B et atteint ses bornes, i.e. supg|V| < 400 et il existe a € B tel que
V(a) = supg|V].

a € S : D’une part, on a ||a|| < 1. D’autre part, V(a) > 0 car V prend des valeurs non
nulles sur la boule unité fermée, et donc a # 0. De plus, on a

ov(5)-

el

et par suite ||a|| > 1. Donc a € S.

a € H : Montrons que Zai = 0.

Vis admet un maximuml rélatif en a € S donc, d’apreés le théoréme des extrema liés, il existe

a € R tel que VV(a) = aVg(a). Or, Vg(a) = (2a4,...,2a,), donc il existe A € R tel que
Vi € [1,n],

oV

8Ii

(a) = Xa;.
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Soit k € [1,n]. Calculons g—v On a, pour z € R",
T

8xk Zxk—xl Z

On a alors

donc A Z ap = 0.
k=1
Il ne nous reste plus qu’a montrer que A # 0. Posons, pour t > 0, p(t) = V(at) = t"V(a).
En dérivant par rapport a t, il vient

; o gz (at) = NEY-1V(a).

donc, Vt > 0,
(VV(at),a) = Nt" 'V (a).

En prenant ¢t = 1, il vient
(VV(a),a) = N'V(a) #0,

donc VV(a) # 0. Or, VV(a) = AVg(a), donc X # 0.
EtdoncZai:(),doncaeH. [l

i=1



