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Théoréme 1 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé.
Soit (T;)ier C L(E, F) une famille d’opérateurs. Alors, on a l'un des cas suivants :

(i) AM €]0,+oc[ /Vie I, |Ti| < M ;

(i1) il existe D un Ggs dense de E tel que Vf € D, sup||T;f|| = +o0.
icl

Proposition 2 (Séries de Fourier des fonctions continues). Soit (Car, ||||oc) I’espace de Banach
des applications de R dans C continues et 2mw-périodiques, muni de la norme infinie. Pour
f € Car, on note Vk, f(k) le coefficient de Fourier de f d’indice k, et pour n > 0 on note S, f
la somme partielle de la série de Fourier de f, i.e. Vx € R,

Suf(@) =" fk)ex(x),  obep(x)=e*", Vk.

k=—n
Alors :
(1) Vo € R, il existe D un Gs dense de (Cor, ||||o0) tel que Vf € D,

sup | Sy, f (20)| = +00
neN
(en particulier, la série de Fourier de [ diverge en xg) ;
(2) il existe A un Gs dense de (Cor, ||||o) tel que Vf € A,

{z € R |sup|S,f(z)| = +oo} est un Gs dense de (R, | -]).
neN

Remarque. Le point (1) est bien plus fort qu'un simple résultat de densité : un G4 est une
notion strictement plus forte que la densité, car un ensemble dénombrable dense n’est jamais
un Gy (cf. Annexe). En particulier, "ensemble D du point (1) n’est pas dénombrable.
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Démonstration. Montrons d’abord le théoréme de Banach-Steinhaus.

Posons, pour n € N,
F,={feE|Viel, |T.f| <n}.

F,, est fermé comme intersection de fermés. Posons F' = U F,. On distingue alors 2 cas :
neN

Cas1: IN e N/ Fy # 0. Donc il existe a € Fy, r > 0 tels que B(a,r) C Fy. Soit

h € B(0,1). On a alors a +rh € B(a,r), et donc Vi € I, | Ti(a + rh)|| < N. Donc, Vi € I,

2N 2N
ITh] < 225, et par suite, Vi € I, T3] < .
T T

Cas 2 : Vn € N, Fn = (). Comme E est complet, d’aprés le théoréme de Baire, F= (), donc
CF est dense dans F, et CF = ﬂ CF, est donc un Gy dense.

neN
Et si f € CF, alors Vn € N, f € CF,, donc Vn € N, Vi € I, ||T;f|| > n, donc Vn € N,
SupieIHTifH > n, donc SupieI”Tif” = +4o0. :

Démonstration de la proposition. Montrons maintenant le point (1) de la proposition.

) 1 o .
Etape 1 (Noyau de Dirichlet) : Pour n € N, notons D, (z) = - E e, On a, pour
— T

k=—n

reR, fely, et neN,

Snf(x) = Z F(k) en(z) = Z % /_7r F(t) et gt et

k=—n k=—n

5[mwm—wu

et on a
1 sin(wt)

— 2 2 §it#0][2
Do(t) =14 27 sin(t/2) st #0 2],
2n + 1 sit =0 [27]
27 B '

Etape 2 (Réduction du probléme) : Soit zy € R. Posons

g: Cgﬂ — C27r

fo— g(f): e

flzo —1).

g est linéaire, continue, bijective, d’inverse elle-méme, donc ¢ est un homéomorphisme, et
en remarquant que Vn € N, Vf € Co,

Snf (o) = Sng(f)(0),

on voit qu’il suffit de traiter le cas xy = 0.

R —
t —

Etape 3 (Introduction d’une famille d’opérateurs) : Posons, pour n € N*,

On i Con —> C
[ S.f(0).
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Soit n € N*. On a

\mm:@mwﬁﬁm&

donc ¢, est continue, et ||, | < || Dnll1-

Montrons qu’on a en fait égalité.

clairement || f;]|o < 1, Vj > 0.

D Vj >0, t— D,(t)f;(t) est mesurable ;

@ vt e [—7?,7T[, Dn(t)fj( ) - ‘D ( )’ )

Jj—+oo

f@ﬂsmwmm

Dn(1)

Posons, pour j > 0, f; : t = ———++—"—~. On a

[ Dn(t)] +1/j

@ Vt € [—m, x[, V5 >0, |D,(t)f;(t)] < |Dyn(t)], qui est intégrable et indépendant de j.

Donc, d’aprés le théoréme de convergence dominée,

De plus, on a également

JR2CE

dt —— || Dy |1
J—+o00

T

mmnwwm{fbmmwﬂz Da(t)f;(t) dt

donc Jlpnll = [ Dnllr-

—Tr
N J/

~
. ? ||Dn||1
Jj—+oo

Etape 4 (Divergence du noyau de Dirichlet) : Montrons que ||D,,||; — +00. On a
- n—oo

/yD (t)] dt = / Jsin (35701
_,r |Smt/2

1Dl

v

v

1

™

1

™
2
us

2

T t
2 (" |sin(mt
2 [ Lt
T Jo t
n—1
EZ \smﬁt
m = Jo t+k
4

[ i (221
o |sin(t/2)]
" [sin (570)]
|
(2n+1)m/2 |sm(u)]
—/0 — du

H—>—i—oo
2

n—0o0

dt (par parité)
dt (sin(z) < x)

(u = 2211

/(2n+1 /2 ‘Sln(ﬂ't)‘ " (u t)
— S =T
0

zf/mmmmﬁ
k t

™
k=0

dt > = Zk—l—l/ | sin(7t)| dt
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Finalement, |¢,| —— 400, donc, d’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, il existe D
n—oo
un Gy dense de Co,; tel que Vf € D,
sup |5, f(0)] = 400,
neN
ce qui termine la preuve de la premiére partie.

Montrons la deuxiéme partie. Soit {zj }ren un sous-ensemble dénombrable dense de [—7, 7].
D’aprés ci-avant, Vk € N, il existe Dy un Gs dense de Cy, tel que Vf € Dy,

sup |S, f(zx)| = +oo.
neN

Posons A = ﬂ Dy. Montrons que A est Gs dense. Vk, Dy est intersection dénombrable

keN
d’ouverts denses, donc A est 'intersection dénombrable d’ouverts denses, donc, par le théoréme

de Baire ((Car, ||||oo) est complet), A est un G dense.
Soit f € A. Vk € N, f € Dy, donc Vk € N, sup,,cy |90 f(2x)] = +00. Done I' = {x € R |
SUP,en |Snf(2)| = 00} contient {z}, et on a

r=U{zer]|S./@)]>p)

~
PENNEN |\ sert par continuité de S, f

N J/

ouvert comme union d’ouverts

est un G5 dense, car il contient {xy }1, dense dans [—7, 7[ et donc dense dans R par 2w-périodicité
de S, f. O

Annexes

Théoréme 3. Soit X un espace de Banach et E un ensemble dénombrable dense de X. Alors
E n’est pas un Gs.
Démonstration. Notons {xy }ren les éléments de E. Supposons par I'absurde que E soit un Gs.

Alors, on peut trouver (V},) famille dénombrable d’ouverts denses tels que £ = m V,,. Posons
neN

n
W, =Va\ U{xk} (on utilise ici que X est sans point isolé).
k=0
W, est un ouvert dense, donc, par Baire, mWn est dense ; or, ﬂWn = (), ce qui est
n n

absurde. O

Proposition 4. Soit xy € R. L’ensemble des éléments de Co, dont la série de Fourier en xq
diverge est dense.

Démonstration. Soit fy € Cor dont la série de Fourier diverge en zy (cela existe). Soit f € Cor

et € > 0.
D’apres le théoréme de Weierstrass trigonométrique, il existe p un polyndéme trigonométrique

£
tel que ||f — plleo < 3 On a alors

&
Hf‘ (“mf())Hm =

et la série de Fourier de p + fo diverge en z, car celle de p converge normalement

_c
2|l follo
(somme finie). O



