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Théorème 1 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach et F un espace vectoriel normé.
Soit (Ti)i∈I ⊂ L(E,F ) une famille d'opérateurs. Alors, on a l'un des cas suivants :

(i) ∃M ∈ ]0,+∞[ / ∀i ∈ I, |||Ti||| ≤ M ;

(ii) il existe D un Gδ dense de E tel que ∀f ∈ D, sup
i∈I

∥Tif∥ = +∞.

Proposition 2 (Séries de Fourier des fonctions continues). Soit (C2π, ∥·∥∞) l'espace de Banach
des applications de R dans C continues et 2π-périodiques, muni de la norme in�nie. Pour
f ∈ C2π, on note ∀k, f̂(k) le coe�cient de Fourier de f d'indice k, et pour n ≥ 0 on note Snf
la somme partielle de la série de Fourier de f , i.e. ∀x ∈ R,

Snf(x) =
n∑

k=−n

f̂(k) ek(x), où ek(x) = eikx, ∀k.

Alors :

(1) ∀x0 ∈ R, il existe D un Gδ dense de (C2π, ∥·∥∞) tel que ∀f ∈ D,

sup
n∈N

|Snf(x0)| = +∞

(en particulier, la série de Fourier de f diverge en x0) ;

(2) il existe ∆ un Gδ dense de (C2π, ∥·∥∞) tel que ∀f ∈ ∆,

{x ∈ R | sup
n∈N

|Snf(x)| = +∞} est un Gδ dense de (R, | · |).

Remarque. Le point (1) est bien plus fort qu'un simple résultat de densité : un Gδ est une
notion strictement plus forte que la densité, car un ensemble dénombrable dense n'est jamais
un Gδ (cf. Annexe). En particulier, l'ensemble D du point (1) n'est pas dénombrable.

1



Développement d'agrégation � Analyse M. Vincenti

Démonstration. Montrons d'abord le théorème de Banach-Steinhaus.
Posons, pour n ∈ N,

Fn = {f ∈ E | ∀i ∈ I, ∥Tif∥ ≤ n}.

Fn est fermé comme intersection de fermés. Posons F =
⋃
n∈N

Fn. On distingue alors 2 cas :

Cas 1 : ∃N ∈ N / F̊N ̸= ∅. Donc il existe a ∈ FN , r > 0 tels que B(a, r) ⊂ FN . Soit
h ∈ B(0, 1). On a alors a + rh ∈ B(a, r), et donc ∀i ∈ I, ∥Ti(a + rh)∥ ≤ N . Donc, ∀i ∈ I,

∥Tih∥ ≤ 2N

r
, et par suite, ∀i ∈ I, |||Ti||| ≤

2N

r
.

Cas 2 : ∀n ∈ N, F̊n = ∅. Comme E est complet, d'après le théorème de Baire, F̊ = ∅, donc
∁F est dense dans E, et ∁F =

⋂
n∈N

∁Fn est donc un Gδ dense.

Et si f ∈ ∁F , alors ∀n ∈ N, f ∈ ∁Fn, donc ∀n ∈ N, ∀i ∈ I, ∥Tif∥ > n, donc ∀n ∈ N,
supi∈I∥Tif∥ > n, donc supi∈I∥Tif∥ = +∞. □

Démonstration de la proposition. Montrons maintenant le point (1) de la proposition.

Étape 1 (Noyau de Dirichlet) : Pour n ∈ N, notons Dn(x) =
1

2π

n∑
k=−n

eikx. On a, pour

x ∈ R, f ∈ C2π et n ∈ N,

Snf(x) =
n∑

k=−n

f̂(k) ek(x) =
n∑

k=−n

1

2π

∫ π

−π

f(t) e−ikt dt eikx

=

∫ π

−π

f(t)Dn(x− t) dt,

et on a

Dn(t) =


1

2π

sin
(
2n+1

2
t
)

sin(t/2)
si t ̸≡ 0 [2π],

2n+ 1

2π
si t ≡ 0 [2π].

Étape 2 (Réduction du problème) : Soit x0 ∈ R. Posons

g : C2π −→ C2π
f 7−→ g(f) :

R → C
t 7→ f(x0 − t).

g est linéaire, continue, bijective, d'inverse elle-même, donc g est un homéomorphisme, et
en remarquant que ∀n ∈ N, ∀f ∈ C2π,

Snf(x0) = Sng(f)(0),

on voit qu'il su�t de traiter le cas x0 = 0.

Étape 3 (Introduction d'une famille d'opérateurs) : Posons, pour n ∈ N∗,

φn : C2π −→ C
f 7−→ Snf(0).
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Soit n ∈ N∗. On a

|φn(f)| = |Snf(0)| =
∣∣∣∣∫ π

−π

Dn(−t) f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∥f∥∞∥Dn∥1,

donc φn est continue, et |||φn||| ≤ ∥Dn∥1.

Montrons qu'on a en fait égalité. Posons, pour j > 0, fj : t 7→ Dn(t)

|Dn(t)|+ 1/j
. On a

clairement ∥fj∥∞ ≤ 1, ∀j > 0.

1O ∀j > 0, t 7→ Dn(t)fj(t) est mesurable ;

2O ∀t ∈ [−π, π[, Dn(t)fj(t) −−−−→
j→+∞

|Dn(t)| ;

3O ∀t ∈ [−π, π[, ∀j > 0, |Dn(t)fj(t)| ≤ |Dn(t)|, qui est intégrable et indépendant de j.

Donc, d'après le théorème de convergence dominée,∫ π

−π

Dn(t) fj(t) dt −−−−→
j→+∞

∥Dn∥1.

De plus, on a également

|||φn||| ≥ |φn(fj)| =
∣∣∣∣∫ π

−π

Dn(t)fj(t) dt

∣∣∣∣ ≥ ∫ π

−π

Dn(t)fj(t) dt︸ ︷︷ ︸
−−−−→
j→+∞

∥Dn∥1

,

donc |||φn||| = ∥Dn∥1.

Étape 4 (Divergence du noyau de Dirichlet) : Montrons que ∥Dn∥1 −−−→
n→∞

+∞. On a

∥Dn∥1 =
∫ π

−π

|Dn(t)| dt =
1

2π

∫ π

−π

∣∣sin (2n+1
2

t
)∣∣

| sin(t/2)|
dt

=
1

π

∫ π

0

∣∣sin (2n+1
2

t
)∣∣

| sin(t/2)|
dt (par parité)

≥ 1

π

∫ π

0

∣∣sin (2n+1
2

t
)∣∣

t/2
dt (sin(x) ≤ x)

=
2

π

∫ (2n+1)π/2

0

| sin(u)|
u

du
(
u = 2n+1

2
t
)

=
2

π

∫ (2n+1)/2

0

| sin(πt)|
t

dt (u = πt)

≥ 2

π

∫ n

0

| sin(πt)|
t

dt =
2

π

n−1∑
k=0

∫ k+1

k

| sin(πt)|
t

dt

=
2

π

n−1∑
k=0

∫ 1

0

| sin(πt)|
t+ k

dt ≥ 2

π

n−1∑
k=0

1

k + 1

∫ 1

0

| sin(πt)| dt

=
4

π2
Hn −−−→

n→∞
+∞.
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Finalement, |||φn||| −−−→
n→∞

+∞, donc, d'après le théorème de Banach-Steinhaus, il existe D

un Gδ dense de C2π tel que ∀f ∈ D,

sup
n∈N

|Snf(0)| = +∞,

ce qui termine la preuve de la première partie.

Montrons la deuxième partie. Soit {xk}k∈N un sous-ensemble dénombrable dense de [−π, π[.
D'après ci-avant, ∀k ∈ N, il existe Dk un Gδ dense de C2π tel que ∀f ∈ Dk,

sup
n∈N

|Snf(xk)| = +∞.

Posons ∆ =
⋂
k∈N

Dk. Montrons que ∆ est Gδ dense. ∀k, Dk est intersection dénombrable

d'ouverts denses, donc ∆ est l'intersection dénombrable d'ouverts denses, donc, par le théorème
de Baire ((C2π, ∥·∥∞) est complet), ∆ est un Gδ dense.

Soit f ∈ ∆. ∀k ∈ N, f ∈ Dk, donc ∀k ∈ N, supn∈N |Snf(xk)| = +∞. Donc Γ = {x ∈ R |
supn∈N |Snf(x)| = +∞} contient {xk}, et on a

Γ =
⋂
p∈N

⋃
n∈N

{x ∈ R | |Snf(x)| > p}︸ ︷︷ ︸
ouvert par continuité de Snf︸ ︷︷ ︸

ouvert comme union d'ouverts

est unGδ dense, car il contient {xk}k, dense dans [−π, π[ et donc dense dans R par 2π-périodicité
de Snf . □

Annexes

Théorème 3. Soit X un espace de Banach et E un ensemble dénombrable dense de X. Alors
E n'est pas un Gδ.

Démonstration. Notons {xk}k∈N les éléments de E. Supposons par l'absurde que E soit un Gδ.
Alors, on peut trouver (Vn) famille dénombrable d'ouverts denses tels que E =

⋂
n∈N

Vn. Posons

Wn = Vn \
n⋃

k=0

{xk} (on utilise ici que X est sans point isolé).

Wn est un ouvert dense, donc, par Baire,
⋂
n

Wn est dense ; or,
⋂
n

Wn = ∅, ce qui est

absurde. □

Proposition 4. Soit x0 ∈ R. L'ensemble des éléments de C2π dont la série de Fourier en x0

diverge est dense.

Démonstration. Soit f0 ∈ C2π dont la série de Fourier diverge en x0 (cela existe). Soit f ∈ C2π
et ε > 0.

D'après le théorème de Weierstrass trigonométrique, il existe p un polynôme trigonométrique
tel que ∥f − p∥∞ ≤ ε

2
. On a alors∥∥∥∥f −

(
p+

ε

2∥f0∥∞
f0

)∥∥∥∥
∞

≤ ε,

et la série de Fourier de p +
ε

2∥f0∥∞
f0 diverge en x0, car celle de p converge normalement

(somme �nie). □
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