Soit E un K espace vectoriel de dimension n € N*.

Théoréme 1. Soit u € L(F) normal.

1. Si K = C, u est orthodiagonalisable (ODZ).

2. Si K =R, il existe une BON B telle que
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1. Supposons K = C, et donc E est un espace hermitien et u normal.

i)

ii)

Montrons que E = @ E(u) (ie u diagonalisable).

Soit F' stable par u, F- est stable par u*. En effet, siy € F+ Vo € F : (u(z),y) = (v,u*(y)) = 0 car

u(z) € F. On a donc u*(F) C F.

Comme uu* = u*u, on a F = @ E)(u) est stable par u*. Ainsi, F1 est stable par u** = u.

Supposons F+ # {0}. Alors, comme K = C, on peut trouver z € F* \ {0} un vecteur propre de u: on

adonc z € FN F+ = {0}, c’est absurde.

u est diagonalisable, et si Sp(u) n’a qu’'un élément, on a terminé.

Les sous-espaces propres sont orthogonaux.

Soient p € Sp(u),y € E,(u) \ {0}. Alors, on a

(u(y),y) = allyll* = (y, v (y)).

Comme u est normal, on a ||[u*(y)||> = (w*(y),u*(y)) = [|lu(y)]|* =

(1)

|?||y]|?, donc (1)) donne le cas

d’égalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi, il existe p’ € C tel que u*(y) = p'y, et 1) donne u' = 7.

Soient A, 1 € Sp(u) distincts et (z,y) € Ex(u) x E,(u) non nuls.

(u(x),y) =\, y)
=(z,u"(y))

:ﬁ<$, y>7

d’ot (z,y) = 0. Ainsi, Ex(u) L E,(u). En concaténant des BON des E(u), on a bien que u est ODZ.



2. K =R. Soit A € M, (R) associée & u. On a montré que A est semblable (sur C) &
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avec (A\;) € R" et ux € C\ R. En particulier, n = r + 2s.
Soit k € [1,s], on note ay = Re(ux),bx = Im(uy). Soit z € E,, (A) tel que ||z]| = V2. On a z € E(A).
Notons z = Re(z),y = Im(z) € R™.

o A(z+7%) = (ar +ibk)(x + iy) + (ar — ibg)(x — 1y) = 2(arx — bry), donc
Ax = apx — bry.

De méme, A(z — Z) = 2i(brx + ary), d’out Ay = bz + ary.
o (z,y) = (2 +2)"(2—2) = (|l2[]” = ||z|]*) = 0, donc = L y.
De plus, ||z[[* = 3(z +2)*(2 + 2) = 1(/[2I|* + [[Z]|*) = 1. De méme, |ly|* =1.

En concaténant une BON de > E, (A) et les (zk, yx), a bien une BON B de E (libre car orthonormée, et elle

an =r+ 2s éléments) telle que
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