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Eléments d’analyse 149 - 201 - 209
fonctionnelle
Pour tout réel r, on notera f, la fonction définie sur [0,1] par f.(z) = z”. On notera également F, =

Vect(frl, ey frp).

Lemme 1. Soit (7“1,)1)‘EN une suite strictement croissante de réels positifs ou nuls. La famille (f,.p)peN est totale

dans L*([0,1]) si, et seulement si, pour tout n € N

lim d(f,, ) =0.

Démonstration. Montrons d’abord que la famille (), oy est totale dans L2([0,1]). C’est le cas car cette famille est
totale dans C([0, 1]), pour la norme uniforme (qui contrdle la norme 2), qui est dense dans L?([0, 1]) pour la norme
2.

(=) Supposons la famille (frp)peN totale dans L2([0,1]). Soit € > 0,n € N, on veut montrer qu’il existe N € N

tel que d(fn, Fn) < €. Par hypothése, comme f,, € L?([0,1]), il existe un polynome P tel que | f,, — P, < € et

N
P(z) = Z apz’™.
k=1

Comme P € Fiy on a
d(fnvFN) S ||fn - PH2 < €.

(<) Réciproquement, supposons que pour tout n € N, d(f,, F,) — 0 lorsque p — oco. Soit f € L?([0,1]), € > 0.
Comme (fy,),cy est totale, il existe

tel que d(f, P) < §. Par hypothése, il existe py € N tel que pour tout n € N, d(f,, Fy,) < TN Alors

d(f, Fpy) < <+ Nj——

2 oN,  ©

Lemme 2. On a pour tout (p,n) € N?

1 n—r; ?
2(fn, Fp) = J .
& (fr: ) 2n+1H(n+rj+1>

J=1

Démonstration. F, étant un espace vectoriel, on a

A Fy) = A(FoePr ) = | = P | e P g = 3 A8

2 Yi-
i=1 ”ng

Pr, est la projection orthogonale sur F}, donc on a
2 2 2 2 -
d(fnan) = anH - HPprnH = anH - CGpltC
avec ¢ = ((fn,91),-- - (fn,gp)). Notons

~ t
G = Gram(fn,91,...,9p) = Cr ‘



Par la formule du complément de Schur, comme G, est inversible, on a
det G = det Gp(||fn||2 — Gy tc) = det Gd(f, F)>.

On a pour tout (a,b) € Ry

1
1
= atbge — — —
(far fo) /Ox T= T
.. o 1 o 1 1 2
Ainsi, G), = (m)1<ij<p’ c = <n+rl+1""’ n+rp+1) et ||fnll” = 2n+1 Par la formule de Cauchy pour le
déterminant,
I[I (-a) II 5 -8)
( 1 ) 1<i<j<p 1<i<j<p
det| ——— =
@i+ Bi/1<ig<p I (i+5)
1<4,5<p
on obtient
2
T oi=ra
det G, = 1si<j=p
[ titri+D)
1<4,j<p
2T 2
H (rj —ri) H(n —75)
detG = i .
T Gitri+D][n+r+ D@0 +1)
1<i,j<p Jj=1
On en déduit »
H n— r] e
d(fn, F,)? = =1 J .
(s ) P 2n—|— H<n+rj+1>
[[n+r+1)%@n+1) i=1
j=1

O

Théoréme 1 (Théoréme de Miintz). Soit (Tp)pEN une suite strictement croissante de réels positifs ou nuls. La
famille (frp)pEN est totale dans L*([0,1]) si, et seulement si,

=1

> Low

p=1'P

Démonstration. (=) Supposons la famille (frp)peN totale. On a pour tout n € N

d(fn, Fp) — 0, lorsque p — co.

Or
P
ln(d(fn,Fp)):ffln (2n+1 Zln n—r;]) —In(n+r; +1))
=1
1 p n+7‘3+11
:—fln(2n+1)—Z/ —dt
2 e T
1 o~ 27+ 1 L 2+
> —h@2n+1) -y LT /T
-2 n(2n+1) ]z::ln—i—rj—i—l 7Z+17’L+7‘j+1



Or on a que

2r; +1
In(2n+1) + g | rit | est une constante et In(d(f,, Fp)) — —oo lorsque p — oo.
n—r,
=1 !
Alors
N 2n+1
E ——— — oo lorsque p — o0.
A n+r;+1
Jj=po+1

Et on a la divergence de notre série.
(<) Supposons que la série diverge.

In(d(fn, Fp))

1 p n+rj+1 1
—§ln(2n—|—1)—2/ —dt

j=1"In=rj] ¢

Do

1
< —5In(2n+1) —;

2r; + 1 zp: 2n + 1
- |

=l = =il
Or on a que
Po P
2r; +1 2 1
In(2n+1) + Z rit est une constante et Z nt — oo lorsque p — oo.
= In — 7l Pt In — 7l

Ainsi, lorsque p — oo, on a In(d(f,, F},)) = —oo et d(fn, Fp) — 0 et d’aprés le lemme, la famille (frp)peN est totale
dans L2([0, 1]). O



