Développement : Fonction de Hermite

Référence : Thémes pour 'agrégation de mathématiques, Mohamed HOUKARIE, pages 514
- 519 et Calcul intégral, Jacques FARAULT, pages 129-137
Lecon : 209, 213, 234, 245 et 250.

On rappelle que lespace L*(R, C) est naturellement muni d’une structure d’espace hilbertien
a l'aide du produit scalaire

< fg>= [ 505 d.
R
Dans cet espace, il existe une famille de fonctions appelées fonction de Hermite.
Définition :
On définit le n-éme polynéme d’Hermite : pour n € N,

22 dar 2

H, : —1)" -
r— (—1)"e dx"(e )

Proposition :
Pour tout n € N et tout x € R, on a

Hypo(2) = 20Hppa () — 2(n + 1) H (2)

avec Hyo(z) =1 et Hi(x) = 2z. On en déduit en particulier les points suivants :
1. pour tout n € N, H, est une fonction polynomiale de degré n et de coefficient dominant
égal a 2™,
2. pour tout n € N*, on a H] = 2nH,_;.

Démonstration. Je ne fais pas la preuve pour l'oral! (par manque de temps) O

Remarque : on a pour tout n € Net x € R,

H,1(x) =2xH,(x) — H] (x).

Définition :
Pour tout n € N, on définit sur R la n-iéme fonction de Hermite par

»

x

hp:x— Hy(x)e” =

Proposition :
Pour tous n,m € N, on a
— si m # n, alors < hy,, h,, >=0
— sim =n, alors < h,, h, >= 2"n!\/7.

Démonstration. Soit n, m € N.
* Calcul de < hy,, by, > avec n # m.



Le calcul s’effectue a ’aide d’une intégration par partie. On suppose par exemple m < n, le cas
symétrique se traite de maniére analogue. Soit A € R?, alors

/ (D) i = / O H, (e " di

A n
— (—1)"/A %(e_ﬁ)Hm(t) dt

En utilisant, une intégration par partie on obtient que

A n—1 A A gn—1
[ 00 e = 1y [ e 0| = [ e D i

_A _A dan—1
En réitérant le procéder encore m — 1 on obtient que

A
/ h(t)hi(t) dt = [termes de Crochet}éA + (—1)”+m/
—_A _A dxn—m

On le polynéme H,, est de degré m donc Hu"(t) = 2mm!
Donc

dnfmfl

A
/ By () () dt = [terme de crochet]” , 4+ (—1)"+™2™m! [
—A

],

dxn—m—l

Les termes de crochets, non exprimés a par le premier tendent vers 0 quand A tend vers 'infini.
n—m—1

Pour ce qui est de la derniére intégrale, comme n > m > 0, alors I'expression W(e*ﬁ)
p——

est de la forme Q(t)e‘tQ ol () est une fonction polynomiale. Ainsi, pour A qui tend vers l'infini,

I'intégrale tend vers 0.
Par conséquent,
A
< hp, hpy >= lim hn(t)hy(t) dt =0
* Calcul de < h,,, h,, >.
On reprend les mémes intégrations par parties, pour obtenir

A

4 A n—n
/ |h,(t)|? dt = [terme de crochet]i‘A + (—1)2"2"n!/ d (e—t2) dt
— [terme de crochet]” , + (—1)2"2"n!/

On fait alors tendre A vers plus l'infini et on obtient que
< hpy by >= 2"/

puisqu’on reconnait l'intégrale de Gauss. O



Corollaire :
On en déduit que la famille {h,},en est une famille orthogonale de fonction dans

L2(R, C).

Théoréme :
La famille B = <IIZ:H) forme une base hilbertienne de L*(R,C). Autrement dit, on a, pour
tout f € L?

< f, hy > 9
f= Z T hy, dans L*(R,C).

Démonstration. On utilise que B est une base hilbertienne si et seulement si B est une famille
orthonormale et pour tout n € N,
oty
< Hh |

Soit f € L2. Supposons que pour tout n € N, <f e ||> = 0 alors en particulier

alors f = 0.

< f,h, >=0.
Par conséquent,
+00 2
VneN < f h,>=0<VneN, f)H,(t)e 2 dt =0
= ,
& Vn e N, f®)the 7 dt =0

La derniére égalité venant du fait que (H,(X))nen est une base de C[X] tout comme (X"),en.

Considérons la transformée suivante de I'application fi : ¢t € R +— f(t)e™ =
+00 2 .
Tz fte ze ™ dt
—00
définie sur C.
En prenant z € R, on reconnait la transformée de Fourier de la fonction f; € L!.

Cependant nous allons tout d’abord étudier cette fonction sur C et utiliser des résultats d’ana-
lyse complexe.

Voyons d’abord que 7 est bien définie sur C. On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz, qui nous
dit que pour tout z € C :

/+oo|f(t)6_t226_itz| dt < </+Oo|f(t)|2 dt>2 (/+006 2 21Im(z dt)Q.

Or f € L? donc la premiére intégrale est fini. Quant a la deuxiéme, on a que

+00 +oo
/ e—t262tlm(z) dt = e—Im(z)Z/ e—(t—Im(z))2 dt < +o00

o0
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qui nous permet de conclure.

Passons alors au critére holomorphe de 7, qui nous le verrons, nous permettra de dire beaucoup
de choses. Pour montrer ’holomorphie, on va chercher a utiliser le théoréme d’holomorphie.

Posons alors ,
g:(t,2) ERXCrs f(t)e ze ™

et vérifions les hypothéses du théoréme :

1. Pour tout z € C, t — g(t, z) est mesurable car f 'est (et 'exponentielle également) ;

2. Pour tout t € R, z +— g(t, z) est holomorphe car I’exponentielle l'est ;

3. Considérons un compact K de C. Il existe M > 0 tels que pour tout z € K, on a que
[Tm(2)| < M. Soit z € K et t € R,

2

+2
lg(t, ) < [f(B)le” =™ <[ f(t)]e = e

qui est également intégrable (on peut le voir de nouveau grace a I'inégalité de Cauchy
Schwarz) et ne dépend pas de z.

On conclut alors, par le théoréme d’holomorphie, que 7 est holomorphe et on a, pour tout
keN,

+o0 2 )
7™ (2) = ft)e = (—it)e ™ at
De plus, comme 7 est holomorphe, elle est analytique et donc développable en série entiére en
0 de rayon de convergence d(0,C\ C) = 400,

+oo (k)
VzeC,7(2) = Z T kfo)zk.
k=0 )

Or, d’apres ce que I'on vient de voir et par hypothése on a :

+o0 2
Vk e N, 7®(0) = (—i)* F®)e Ttk dt = 0.

—00
Donc, 7 =0 sur C.

Revenons alors & notre remarque sur R. 7 = f; est la transformée de Fourier de f; et 7 =0 € L.
Ainsi, comme la transformée de Fourier est injective sur L', on a f = 0 dans L.

t2
Or, pour tout t € R, e~ 2z > 0 d'ott f =0 dans L2

On a donc que La famille B = (HZ_:H> forme une base hilbertienne de L*(R,C).

Théoréme :
Pour tout f € L*(R,C), on a

“+o00 _A\n hn
]-"(f)zz( ! ﬁ;brn|<|2f7 “h,  dans L*(R,C).




Avant de passer a la démonstration rappelons juste une propriété a savoir sur le transformée
de Fourier :

Proposition :
Soient f une fonction intégrable sur R et f sa transformée de Fourier.

1. Si zf est intégrable, alors f est dérivable et sa dérivée f’ est la transformée de Fourier
de —ixf.

2. Si f est de classe C!, et si sa dérivée f’ est intégrable, alors la transformée de Fourier
de f' est égale a it f.

Démonstration. Par la remarque précédente, on a pour tout n € N*

H,1(z) =22H,(x) — H, (). (1)
Ainsi pour n € Net z € R,
h! (z) = H|(z)e” = —aH,(r)e =
2 2 2

= 2cH,(x)e” 2 — Hy1(2)e” 7 — xH,(z)e” 7 en utilisant [
= zH,(z)e” 7 — Hypy(x)e™ =

ho(2) = xhn () = hnga (). (2)

Ainsi, en passant a la transformée de Fourier dans [2] et utilisant la linéarité de la transformée
de Fourier, on obtient : pour tout n € N et £ € R,

—

Frnp1(€) = hn (&) — T (€) (3)

Or, en utilisant la proposition précédente, on obtient pour tout n € N et £ € R,

—

Tha(€) = il (€) et T (€) = ithn(€).

Donc

— —/

—/ — —
Montrons par récurrence sur N la propriété suivante pour tout n € N :

P(n) : hn = (—1)"V21hs,.

Initialisation : Pour n = 0. On hy(z) =€

Soit £ € R,



Grace a la proposition précédente (encore!) on obtient que ]?est dérivable sur R. Donc

400 d )
= —i/ _6_%(3&“&)2 dx
oo dx

= 0.

Ainsi il existe donc une constante ¢ € R telle que pour tout £ € R,

~ g2

ho(€) = Ce™ 7.

Pour ¢ = 0, on obtient

+o0 »2
C':/ e 2 do =27

Ainsi, pour tout £ € R,

~ 2

ho(€) = V2re™ T = \/2rh,.
Par conséquent P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie.

D’aprés I’équation [4] et 'hypothése de récurrence, on a

Fon1 (€) = —i(Ehm(€) — Ty (€)) (5)
= (=) (Ehn (&) — W (£)) (6)

Puis, en utilisant [2| on obtient que

—

hn+1 = (_Z->n+1 V 27Thn+1.

Ainsi P(n + 1) est vraie.

Conclusion : Par récurrence, on en déduit que la propriété P est vraie pour tout n € N
¢’est-a-dire, pour tout n € N,

By = (—i)"V/27hy.

Posons pour N € N,
N

< f i h, >
_N" =Lz,
S =2 e

n=0

On a par la linéarité de l'intégrale

I,

Fisw) =30 IVt

n=0
De plus par la formule de Parseval, on a pour tout N € N,
[F(f) = FSn)lla = IF(f = Sn)ll2 = 27[|f — Sn2
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Or d’apres le théoréeme précédent on a

I = Sl =

Ainsi

lim |[F(f) = F(Sv)ll2 = 0.

N——+oc0

On obtient donc le résultat voulue

F(f):Z(_Z)n\/%<fahn>

TN h,, dans L*(R,C).



