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Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C.

Jérémie Klingler

245 : FONCTIONS HOLOMORPHES ET MEROMORPHES
SUR UN OUVERT DE C. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Contexte : Dans cette lecon, U désigne un ouvert de C.

1. Premiéres définitions & propriétés

Définition 1. On dit que f : U — C est holomorphe sur U si pour tout

aecU, hmM

z—a z—a
au point a, notée f'(a).

existe. Dans ce cas, cette limite est la dérivée de f

Exemple 2. Pour n € N*, z — 2" est holomorphe sur C.

Proposition 3. L’ensemble H(U) des fonctions holomorphes sur U, muni
de l’addition et de la multiplication, forme une C-algébre.
De plus, si f € H(U) et f(z) #0,Vz € U, alors 1/f € H(U).

Exemple 4. Les fonctions polynomiales sont holomorphes sur C.

Théoréme 5 : Conditions de Cauchy-Riemann. Soit f =u+iv:U —
C. Supposons que f soit R-différentiable en zy € U. Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

i) f est holomorphe en z.
df(z0) est C-linéaire.

df(z0) est soit nulle, soit une similitude directe.

. Of _.of
iv 8—y(zo) = 1%(2’0).
ou ov ou ov

v) %(ZO) = %(ZO) et @(ZO) = —%(Zo)-

Exemple 6. z — Z n’est holomorphe en aucun point.

Proposition 7. La somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0
est holomorphe sur D(0, R).

Défintion 8. Une fonction f : U — C est dite analytique si elle est déve-
loppable en série entiére en tout point de U.

Proposition 9. Une fonction analytique est holomorphe.

Exemple 10. exp, sin et cos sont analytiques donc holomorphes sur C.

2. Théorie de Cauchy

2.1. Vers l'analycité

Définition 11. Un chemin est une application 7 : [a,b] — C continue et
C! par morceaux. On dit qu'il est fermé si y(a) = v(b).
On note v* son image.

Définition 12. Soient v un chemin et f : v* — C continue. L’intégrale
curviligne de f le long de v est

b
[ 1= [ raon o
o7 a
Proposition 13. Soient v un chemin et f : v* C U — C holomorphe. Alors
[ £@dz= 160) - ra(@).
.
Proposition 14. Une fonction f : U — C continue posséde une primitive

/vf(z) dz =0,

sur U ssi pour tout chemin fermé ~ dans U,
Exemple 15. z — 1/z n’admet pas de primitive sur C*.

Théoréme 16 : Cauchy. Soient 2 C C un ouvert convexe, v : [a,b] — Q
un chemin fermé et f : 2 — C holomorphe. Alors /f(z) dz =0.
g

Définition 17. Soient v un chemin fermé et a € C \. ~*. On appelle indice
1 dz

2mi J,z—a
C’est une quantité entiére, constante sur chaque composante connexe de
C 7" et nulle sur la composante connexe non bornée de C ~\ ~v*.

de a par rapport a v la quantité Ind(a,~) :
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Théoréme 18 : Formule de Cauchy. Soient €2 C C un ouvert convexe,
v : [a,b] =  un chemin fermé et f : Q — C holomorphe. Alors :

1
Vze Qv f(z)Ind(z,v) = o j(_ul du.
v

En outre, f est indéfiniment dérivable et pour n € N, on a

Vze Qv o
T

£ (2)Ind(z,~) = n—' / (uf(:))nﬂdu.

Théoréme 19. Soit f : U — C holomorphe. Alors elle est analytique.

2.2. Conséquences de ’analycité

Théoréme 20 : Prolongement analytique. Supposons U connexe. Consi-
dérons deux fonctions f,g : U — C holomorphes qui coincident sur une
partie D C U ayant un point d’accumulation dans U. Alors f = g.

Exemple 21. La seule fonction f holomorphe sur C qui vérifie f(1/n) =1/n
pour tout n € N* est I'identité.

Théoréme 22 : Zéros isolés. Supposons U connexe. Soit f : U — C
holomorphe et non identiquement nulle. Alors tout zéro de f posséde un
voisinage sur lequel f ne s’annule pas.

Exemple 23. Il n’existe pas de fonction f : D(0,1) — C holomorphe telle
que f(1/n) =1/Inn pour tout n > 2.

Proposition 24 : Inégalités de Cauchy. Soit f : D(z9, R) — C holo-
)| £2)

sup ——.
n!

morphe. Alors Vn € N, Vr €10, R], —
z€C(zo0,r) r

Théoréme 25 : Liouville. Une fonction holomorphe et bornée sur C est
constante.

Application 26 : Théoréme de d’Alembert-Gauss. Tout polynéme de
C[X] non constant admet une racine complexe.

Théoréme 27 : Holomorphie sous le signe intégral. Soient (X, 7, )
un espace mesuré et f: U x X — C. Supposons que :

i) Vz € U, x — f(z,z) est mesurable.
1) Yo € X pp, z — f(z,x) est holomorphe.

iii) Pour tout K C U compact, il existe g € L'(X) telle que pour tout
z € K et pour presque tout z € X, |f(z,z)| < |g(z)|.

Alors F:ze U / f(z,2) du(x) est holomorphe sur U et
b'e

VneN\VzelU, FM(z)= / ﬂ(z,z) dp(z).
X dzn

Application 28. [DEV 1a] Soient m € R et o > 0. La fonction caractéris-
tique d’une variable aléatoire X ~ N (m,0?) est x : t € R s eMe="1/2,

Théoréme 29. Soit (f,,) une suite de fonctions holomorphes sur U conver-
geant, uniformément sur tout compact vers une fonction f : U — C. Alors f
est holomorphe sur U.

+o0
1
Exemple 30. La fonction ¢ : z +— ZE est holomorphe sur
k=1
{z € C | Re(z) > 1}.

Théoréme 31 : Principe du maximum. Supposons U connexe et borné.
Soit f : U — C continue.

Supposons f holomorphe sur U. Alors Vz € U, |f(2)| < sup,c i |f(#)]-

De plus, s’il existe un point de U ou se produit I'égalité, alors f est constante
sur U.

Lemme 32 : Schwarz. [DEV 2] Notons D := {2z € C| |z| < 1}.

Soit f : D — C holomorphe et nulle en 0. Supposons qu’il existe M > 0 tel
que |f(z)| < M pour tout z € D.

Alors, pour tout z € D, |f(z)| < M|z|. De plus, s’il existe a € D~{0} tel que
|f(a)] = Mlal, alors il existe A € U tel que pour tout z € D, f(z) = AMz.

Application 33. [DEV 2] Les biholomorphismes de D sont les ¢g y : 2z —

)\L_iz,oﬁ/\EUetaeD.
1—az
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3. Fonctions méromorphes

Théoréme-Définition 34. Soit a € U et f : U \ {a} — C holomorphe. On
dit que f a une singularité isolée en a. Cette singularité vérifie un seul des
3 cas suivants :

i) f se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de a : on dit que
f a une singularité illusoire en a.

i1) Il existe une unique suite finie (ai,...,a;,) avec a,, # 0 telle que z —

m ax
HOEDY o
un poéle d’ordre (ou de multiplicité) m.

k=1
ii1) Pour tout r > 0 tel que D(a,r) C U, 'ensemble f(D(a,r) ~\ {a}) est
dense dans C. On dit que f a une singularité essentielle en a.

ait une singularité illusoire en a. On dit que a est

Exemple 35. La fonction z — sin(z)/z admet une singularité illusoire en 0.
La fonction z + 1/(2? + 1) admet deux poles simples en i et —i.

La fonction z — e!/% admet une singularité essentielle en 0.

Définition 36. On dit que f : U — C est méromorphe s’il existe une
partie A C U fermée et discréte telle que f soit holomorphe sur U . A et
que tout point de A soit un pole de f.

Proposition 37. Soit f : U — C méromorphe et a un pole de f d’ordre m.

Alors f admet un développement en série de Laurent au voisinage de
“+o0o

a : il existe R > 0 tel que pour z € D(a, R) \ {a}, f(z) = Z ar(z — a)k,
k=—m
les coefficients d’indice négatif étant donnés par le théoréme 34.

z
Exemple 38. La fonction z — — est méromorphe sur C et a un unique

z
pole simple en 0. Son développement en série de Laurent au voisinage de 0

+oo
est Z

2
-
ot (k+ 1)!

“+oo
Proposition 39. La fonction I' : z — / t*~te7t dt est holomorphe sur
0

Qo := {z € C|Re(z) > 0}. Elle se prolonge sur C en une fonction méro-
morphe dont les poles sont les entiers négatifs.

De plus, pour z > 0, ﬁ = 2" [[1 (1+2) e*/m ot ~ désigne la
constante d’Euler.

Définition 40. Soit f : U — C méromorphe et a un pole de f. Le résidu
de f en a, noté Res(f,a) est le coefficient a_; dans le développement en série
de Laurent de f au voisinage de a.

Proposition 41. Soit f : U — C méromorphe et a un podle de f d’ordre m.

Alors 1
Res(f,a) = lim 71‘[(2 —a)™f(2)]mY,

2—a (m — )

Théoréme 42 : Résidus. Supposons U convexe. Considérons ai,...,a, €
U deux & deux distincts et f : U — C méromorphe dont les poles sont les
(ak). Soit v un chemin fermé tel que ay ¢ v* pour tout k € [1,n]. Alors :

/f(z) dz = 2im Z Ind(ag,v)Res(f, ar).
v k=1

de 2

27
Exemple 43. On a _ = —
P /0 3+ 2cos(t) /5

Application 44. [DEV 1b] Soient @ € R et b > 0. La fonction carac-
téristique d’une variable aléatoire X suivant une loi de Cauchy C(a,b) est
ox it € R eltte bl
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