Enoncé : Soit G un groupe d’ordre p*m, ol p est premier, m un non-multiple de p.

1. Il existe des p-sylow de G.
2. Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sylow, de plus les p-sylow sont
conjugués.
3. Soitny, le nombre de p — sylow de G, alors nj, = 1[p]de plus ny|m.
Preuve : SoitI' = {X c G, [X| = p*}.
Montrons que |I'| = ( pa ) m [p].
Dans Fy[X,Y],ona:

(X + V)P = ZRI (PLm) XPUmhy k= (X 4 V)PY™ = (X + YP) MR ()XPUm oy Ptk
L’égalité au coefficient de XP“™M~-DYP* donne que (p:;“) = m dans F, ce qu'il fallait démontrer.

1. Soitl'action a gauche de G sur I'. Soit C un échantillonnage des orbites.

On écrit I'équation aux classes :

|G| |G|

IT1= Lacegapam 3P b

c’'est a dire que p®||stab(A)|.

Soit x dans A, alors stab(A).x c A. De plus, en remarquant que 'application G- G
te tx
est bijective, alors | stab(A)| = |A| = p%, d’ou I'existence d’un p-sylow de G, qu’on nomme H.

2. Soit maintenant H’ un p-sous-groupe de G de cardinal p?, montrons que H’ est inclus
dans un conjugué de H, ce qui démontrera toutes les assertions de 2 .

H’ agit sur (G/H)Sl’ensemble des classes a gauche de G modulo H par translations a

gauche. Soit C’ un échantillonnage des orbites.
L’équation aux classes donne :

G/ ) 1=m=Yx. s —° L'exi 'orbites si e i :
I( /H)Sl—m—ZAecl Sab (D] . L’existence d’orbites singletons est claire, sinon m serait

multiple de p. Soit A=aH une orbite singleton. Alors, Vh' € H’, 3h € H,ah’ = ha
< Vh' € H,3h € H,h' = a~thadonc H' c a !Ha.

3. Onreprend I'action de 1. et on choisit C de fagon que chaque p-sylow soit le représentant
de son orbite. Ce qui est possible puisque si deux p-sylow H et K soient dans la méme
orbite, alors K=xH. x€ K donc H = x"1K c K. Par cardinalité on a donc H=K.

Soit S I'ensemble des p-sylow de G, l'équation aux classes donne :

|G
ITI = Xaecsmpeay = Laes™ +ZAEC\S|stab(A)|

(pour I'explication voir 1.), il s’ensuit que m = |I'| = mny|[p],d’ol n, = 1[p]

|G|
|stab(A)|

.On remarque que VA € C\S, p|

Soit I'action de G sur S par automorphismes intérieurs. L’action est transitive, et donc on
. n,|p*m

"(np = 1[p]etdoncnpap =1
On conclut que n,|m. [



